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”O universo na˜o foi feito a` medida
do ser humano, mas tampouco lhe
e´ adverso: e´-lhe indiferente.”
Carl Sagan
Resumo
A constante de Hubble (H0) e´ considerada fundamental na cosmologia. Ela e´ crucial
para qualquer modelo cosmolo´gico moderno, pois esta´ relacionada com diversas grandezas
cosmolo´gicas, portanto, e´ de extrema importaˆncia a determinac¸a˜o mais restritiva e acurada
poss´ıvel do seu valor. A mais recente estimativa de H0 a partir de me´todos locais (z  1),
H0 = 73.8 ± 2, 4 kms−1Mpc−1, e a partir de redshifts muito altos (z ' 1070), H0 =
67, 3±1, 2 kms−1Mpc−1, sa˜o discrepantes em um n´ıvel de confianc¸a de 2, 4σ. Dentro deste
contexto, Lima e Cunha (LC), afim de lanc¸ar alguma luz sobre este problema, derivou uma
nova determinac¸a˜o de H0 utilizando quatro testes cosmolo´gicos em redshifts intermedia´rios
(z ∼ 1), com base no chamado modelo ΛCDM Plano. Eles obtiveram H0 = 74, 1 ± 2, 2
kms−1Mpc−1, em pleno acordo com as medic¸o˜es locais. Neste trabalho, exploramos a
robustez do resultado de LC, procurando por erros sistema´ticos e a sua dependeˆncia com o
modelo cosmolo´gico usado. No´s constatamos que o valor H0 a partir desta ana´lise conjunta
e´ muito fracamente dependente de modelos cosmolo´gico, mas a morfologia adotada para
inferir o raio central dos aglomerados de gala´xias, altera o resultado, sendo a principal
fonte de erros sistema´ticos. Conclu´ımos que uma melhor compreensa˜o da morfologia dos
aglomerados e´ fundamental para transformar esse me´todo em um poderoso estimador de
H0.
Palavras-chave: Constante de Hubble - Cosmologia Observacional - Efeito Sunyaev-
Zel’Dovich - Oscilac¸o˜es Acu´sticas dos Ba´rions - Paraˆmetros Cosmolo´gicos.
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Abstract
The Hubble constant (H0) is considered a fundamental constant of cosmology. It is
crucial for any modern cosmological model, it is related to various cosmological quantities,
so it is extremely important a restrictive and accurate determination of its value. The
most recent estimate of H0 from local observations (z  1), H0 = 73.8±2, 4 kms−1Mpc−1,
and from high redshifts (z ' 1070), H0 = 67, 3 ± 1, 2 kms−1Mpc−1, are discrepant in a
confidence level of 2, 4σ. Within this context, Cunha and Lima (LC), in order to shed
some light on this problem, derived a new determination of H0 using four cosmological
tests at intermediate redshifts (z ∼ 1), based on the model called Flat ΛCDM. They
obtained H0 = 74, 1 ± 2, 2 kms−1Mpc−1, in full agreement with local measurements. In
this work, we explore the robustness of the result LC looking for systematic errors and
its dependence on the cosmological model used. We found that the H0 value from this
combined analysis is very weakly dependent on the underlying cosmological model, but the
morphology adopted to infer the core radius of galaxy clusters, changes the estimates being
the main source of systematic errors. Hence, we conclude that a better understanding
of the morphology of the clusters is essential to transform this method in a powerful
cross-check to H0.
Keywords: Hubble Constant - Observational Cosmology - Sunyaev-Zel’dovich effect
- Baryon Acoustic Oscillations - Cosmological parameters.
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rc - Raio do Centro do Aglomerado
r1 - Coordenada Radial Como´vel
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A Cosmologia sempre esteve entre as preocupac¸o˜es centrais da humanidade. Pen-
sadores de diferentes e´pocas sempre se preocuparam em saber de onde vimos, como fomos
criados e como surgiu o universo. Hoje, a Cosmologia pode ser definida como sendo a
cieˆncia que estuda a origem, estrutura e a evoluc¸a˜o do universo. Seu principal objetivo
e´ entender como o universo se formou, porque possui as caracter´ısticas que observamos
hoje, e saber qual sera´ o destino final do mesmo. Para isto, os cosmo´logos fazem uso das
leis da F´ısica, da Qu´ımica, da Matema´tica e ate´ da Filosofia.
O surgimento da Cosmologia moderna se deu a partir do desenvolvimento da Teoria
da Relatividade Geral (TRG) publicada por Einstein em 1915. Esta teoria afirma que a
estrutura geome´trica do espac¸o-tempo altera-se na presenc¸a de mate´ria e energia, efeitos
gravitacionais se propagam com a velocidade da luz, e entre outras coisas, que a curvatura
do espac¸o-tempo desempenha um papel semelhante o da forc¸a gravitacional na Teoria da
Gravitac¸a˜o de Newton (TGN). Para aplicar a TRG na descric¸a˜o do universo, Einstein fez
uso de um princ´ıpio simplificador, conhecido como Princ´ıpio Cosmolo´gico, e considerou
os constituintes do universo como fluidos perfeitos.
A partir disto, Einstein construiu o que hoje e´ considerado o primeiro modelo cos-
molo´gico. No entanto, tal modelo e´ considerado ultrapassado, pois na˜o condiz com as
observac¸o˜es atuais do universo, sendo assim, outros foram constru´ıdos e estudados em
busca de obtermos um modelo cosmolo´gico que seja o mais apurado e geral poss´ıvel. O
modelo atual que mais se aproxima deste ideal e´ o modelo ΛCDM (Lambda Cold Dark
Matter), tambe´m conhecido como Modelo Padra˜o ou modelo de Concordaˆncia Co´smica.
Esse modelo tem como base 3 pilares: a Expansa˜o do Universo; a Nucleoss´ıntese Primor-
dial; e a Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo (RCF). Apesar de fornecer um o´timo ajuste com
os dados observacionais, o modelo ΛCDM possui inconsisteˆncias e limitac¸o˜es que levam a
criac¸a˜o de diversos outros modelos, um desses, e´ o conhecido modelo XCDM.
A Cosmologia Observacional e´ uma suba´rea da Cosmologia que se desenvolveu
bastante nos u´ltimos anos, motivada principalmente pela grande evoluc¸a˜o tecnolo´gica dos
instrumentos utilizados em observac¸o˜es astronoˆmicas. Tal desenvolvimento foi essencial
para tornar a Cosmologia uma cieˆncia de precisa˜o, e assim acabar com o seu cara´ter pu-
ramente especulativo e filoso´fico. Um dos principais objetivos desta a´rea da Cosmologia e´
medir o valor dos mais diversos paraˆmetros cosmolo´gicos a partir de observac¸o˜es astronoˆ-
micas, como por exemplo, distaˆncia de diaˆmetro angular e de luminosidade de objetos
distantes, RCF, idade do universo, entre outros.
Existe atualmente va´rias maneiras de se determinar distaˆncia a objetos em As-
tronomia, uma dessas te´cnicas e´ a partir da combinac¸a˜o do brilho superficial de raios-X
e da observac¸a˜o de um efeito chamado Efeito Sunyaev-Zel’Dovich (ESZ). Esta te´cnica
e´ bastante interessante, pois permite obter diretamente a distaˆncia de diaˆmetro angular
(DDA) de aglomerados de gala´xias, sendo completamente independente das distaˆncias de
luminosidade das Supernovas do Tipo Ia (SNe Ia) e de calibradores locais.
O ESZ pode ser entendido como sendo uma deformac¸a˜o no espectro de corpo negro
da RCF, causada principalmente pelo espalhamento Compton Inverso em aglomerado de
gala´xias. Este espalhamento ocorre quando os fo´tons da RCF interagem com os ele´trons
energe´ticos do meio intra-aglomerado de gala´xia (MIA). Uma das caracter´ısticas que torna
este efeito importante e´ o fato da intensidade de seu sinal ser praticamente independente do
redshift em que e´ observado, isto o torna uma importante ferramenta para a investigac¸a˜o
da estrutura de larga escala do universo. Ale´m disso, o ESZ e´ bastante usado para impor
limites sobre paraˆmetros cosmolo´gicos.
Na literatura atual, existem muitos outros observa´veis ale´m do ESZ que sa˜o am-
plamente usados na restric¸a˜o de paraˆmetros cosmolo´gicos. Alguns desses sa˜o: o Pico das
Oscilac¸o˜es Acu´sticas dos Ba´rions (BAOs), a Idade de gala´xias velhas em altos redshifts
(GVAR) e o Paraˆmetro de Hubble (H(z)). O pico das BAOs pode ser interpretado como
uma consequeˆncia das oscilac¸o˜es acu´sticas dos ba´rions no plasma (ba´rions-fo´tons) primor-
dial antes da Recombinac¸a˜o1. Este pico esta´ impresso na distribuic¸a˜o de ba´rions como
1Per´ıodo no qual o universo passa a ser eletricamente neutro.
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um excesso de densidade, logo pode ser observado a partir da distribuic¸a˜o dos diversos
objetos astronoˆmicos.
A determinac¸a˜o da Constante de Hubble (H0), cujo valor representa a taxa com
que o universo se expande hoje, ainda e´ um tema de pesquisa bastante ativo na Cosmo-
logia. Desde quando foi proposta pela primeira vez, por Edwin P. Hubble, ate´ os dias
atuais, va´rios grupos e misso˜es vem concentrando seus esforc¸os para obter uma calibrac¸a˜o
de alta precisa˜o de seu valor, visto que H0 funciona como uma chave para quantificar
muitos fenoˆmenos astronoˆmicos em uma ampla gama de escalas co´smicas. Ale´m disto, ela
desempenha um papel importante para va´rios ca´lculos cosmolo´gicos como as distaˆncias
f´ısicas a objetos, a idade, tamanho e teor de mate´ria-energia do universo.
Apesar de nos u´ltimos anos ter ocorrido um surpreendente avanc¸o da Cosmologia
Observacional, com te´cnicas cada vez mais apuradas, possibilitando determinac¸o˜es muito
restritivas de paraˆmetros e constantes, existe ainda uma discrepaˆncia intrigante com res-
peito ao valor de H0 entre trabalhos em redshifts muito altos (medic¸o˜es globais) e baixos
(medic¸o˜es locais). Em particular, a tensa˜o existente e´ cerca de 9% ou 2.4σ de confianc¸a
estat´ıstica. Em teste locais (z  1), usando Cefeidas e Supernovas do Tipo Ia (SNE Ia),
Riess et al. (2011)[1] obtiveram H0 = 73, 8± 2, 4 kms−1Mpc−1 (1σ), com uma incerteza
de 3, 3%. Por outro lado, em testes globais (z ' 1070), a Planck Collaboration (2013) [2],
utilizando dados da missa˜o Planck, obtiveram H0 = 67, 4 ± 1, 4 kms−1Mpc−1 (1σ), com
uma incerteza de 2, 1%. Logo, determinac¸o˜es locais fornecem valores mais altos para H0
comparados com aqueles fornecidos pelas medic¸o˜es globais.
A fim de lanc¸ar uma luz sobre este problema, Lima e Cunha (LC) [3], propoˆs
uma nova determinac¸a˜o de H0 em redshifts intermedia´rios (z ∼ 1), usando quatro testes
diferentes: (i) distaˆncia de diaˆmetro angular (DDA) de aglomerados de gala´xias com base
na combinac¸a˜o de ESZ e dados de raios-X, (ii) idade de GVAR, (iii) dados observacionais
de H(z) (DOH(z)), e (iv) pico das BAOs. Com isso, LC obtiveram H0 = 74, 1 ± 2, 2
kms−1Mpc−1, correspondente a um erro de 3% em H0 e em pleno acordo com as medic¸o˜es
locais.
No entanto, Busti, Clarkson e Seikel [4] tambe´m em redshifts intermedia´rios, ob-
tiveram H0 = 64, 9± 4, 2 kms−1Mpc−1, em consisteˆncia com as medic¸o˜es globais. Outro
fato intrigante, e´ que a discrepaˆncia entre os resultados de LC e o da Planck Collaboration
leva a uma inconsisteˆncia interna dentro do modelo ΛCDM, pois ambas as determinac¸o˜es
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adotaram este mesmo modelo. Ale´m disso, e´ importante ressaltar que LC usou a amostra
de aglomerados de gala´xias de Bonamente et al. [5], severamente questionado na literatura
por adotar o modelo duplo β-esfe´rico na˜o isote´rmico na modelagem dos aglomerados.
Nesta dissertac¸a˜o, no´s exploramos a robustez do resultado de LC, (i) procurando
por erros sistema´ticos e (ii) sua dependeˆncia com o modelo cosmolo´gico adotado. Para o
primeiro caso, considerando uma amostra onde a morfologia dos aglomerados de gala´xias,
utilizados para obter as suas DDA, foram assumidas como esfe´rica isote´rmica e el´ıptica.
Ale´m disso, testamos diferentes hipo´teses para o tempo de incubac¸a˜o tinc, utilizado na
ana´lise usando idade de GVAR, para vermos o impacto sobre o valor de H0. No segundo
caso, mudamos o modelo cosmolo´gico para ver a sua dependeˆncia com relac¸a˜o aos resul-
tados, onde consideramos um modelo ΛCDM Curvo e um modelo XCDM Plano. Ainda
neste trabalho, fazemos um estudo detalhado de cada teste e observa´vel usado por LC na
sua determinac¸a˜o de H0.
Esta dissertac¸a˜o esta´ dividida em seis cap´ıtulos. No Cap´ıtulo 2, fazemos uma breve
discussa˜o sobre a Cosmologia Moderna. Neste ponto, obtemos algumas expresso˜es e paraˆ-
metros importantes, discutimos alguns aspectos observacionais como o redshift, distaˆncia e
idade. Ainda nesse cap´ıtulo, abordamos temas como Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo (RCF),
Mate´ria e Energia Escura, e por fim, apresentamos de maneira simples o modelo ΛCDM e
o XCDM. No Cap´ıtulo 3, abordamos o ESZ, como estimar a DDA via este efeito e obser-
vac¸o˜es em raio-X, fazemos uma rica discussa˜o sobre as BAOs, sobre como obter a idade
de GVAR e sobre o Paraˆmetro de Hubble. Ale´m disso, mostramos como podemos obter
limites sobre paraˆmetros cosmolo´gicos a partir desses observa´veis. No Cap´ıtulo 4, abor-
damos como tema central a Constante de Hubble. Assim, comentamos sobre a expansa˜o
do universo e a primeira determinac¸a˜o de H0, mostramos algumas estimativas recentes
de seu valor, evidenciamos a controve´rsia existente entre algumas medidas. Em seguida,
detalhamos a determinac¸a˜o de H0 em redshifts intermedia´rios proposta por LC. No Cap´ı-
tulo 5, descrevemos todas as amostras usadas nos nosso testes, dando uma eˆnfase maior a`s
amostras de aglomerados de gala´xias e a` modelagem adotada por cada uma delas. Aqui,
apresentamos nossa ana´lise e resultados. Portanto, e´ nesta u´ltima parte que se encontra
nossas contribuic¸o˜es originais. No Cap´ıtulo 6, apresentamos as principais concluso˜es deste
trabalho.
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Cap´ıtulo 2
Fundamentos da Cosmologia
Moderna
A Teoria da Relatividade Geral (TRG) e´ fundamental para construirmos um mo-
delo cosmolo´gico, por ser a teoria gravitacional que melhor lida com os paradoxos as-
sociados a um espac¸o que se estende ao infinito, e que melhor explica as observac¸o˜es e
fenoˆmenos. Tal teoria fornece uma descric¸a˜o geome´trica do espac¸o-tempo que assume
como verdadeiro o Princ´ıpio Cosmolo´gico, isto e´, adota um universo homogeˆneo e iso-
tro´pico, por sua vez, bastante utilizado nos principais modelos cient´ıficos modernos para
descrever o universo.
Com o desenvolvimento da TRG surgiu a cosmologia moderna. O primeiro modelo
cosmolo´gico moderno foi proposto por Einstein em 1917 quando aplicou pela primeira
vez a TRG no estudo do cosmo, assumindo, o Princ´ıpio Cosmolo´gico, um universo preen-
chido apenas com mate´ria na˜o relativ´ıstica, geometria espacial curva e esta´tica. Depois
deste, muitos outros modelos foram propostos e testados, atualmente, o entendimento do
universo e´ baseado na teoria do Big-Bang.
Neste cap´ıtulo, introduziremos os conceitos e equac¸o˜es ba´sicas relacionadas a cos-
mologia moderna, definiremos alguns paraˆmetros cosmolo´gicos, trataremos de alguns as-
pectos observacionais e sem muitos detalhes, discutiremos sobre: Radiac¸a˜o Co´smica de
Fundo, os principais constituintes do universo, e por fim, sobre dois modelos cosmolo´gicos
espec´ıficos (ΛCDM e XCDM) que sera˜o mencionados nos cap´ıtulos posteriores.
2.1 Cosmologia e Teoria da Relatividade de Einstein
2.1.1 Teoria da Relatividade de Einstein
Em 1905, Albert Einstein (1879 - 1955), diante das contradic¸o˜es existentes entre
a teoria do eletromagnetismo e a mecaˆnica newtoniana, formulou a Teoria da Relativi-
dade Especial (TRE), baseada em dois postulados: O Princ´ıpio da Relatividade - Na˜o
existe nenhum sistema inercial preferencial. As leis da F´ısica sa˜o as mesmas em todos os
sistemas inerciais; O Princ´ıpio da Constaˆncia da Velocidade da Luz - A velocidade
da luz no va´cuo tem o mesmo valor c (300.000km/s) em todos os sistemas inerciais[6]. A
TRE ale´m de exigir modificac¸o˜es nas leis cla´ssicas do movimento, exige modificac¸o˜es, ao
menos conceituais, nas leis da gravitac¸a˜o newtoniana, exemplo disto, e´ que a lei da gravi-
tac¸a˜o newtoniana admite que a forc¸a gravitacional de interac¸a˜o entre corpos e´ transmitida
instantaneamente, isto e´, com velocidade infinita, em contradic¸a˜o a` exigeˆncia relativ´ıstica
de que a velocidade limite de um sinal e´ a velocidade da luz, c. Ale´m disto, a TRE requer
que medidas de espac¸o e tempo deixem de ter naturezas independentes e absolutas, se
tornando de certa forma equivalente, portanto renomeados de espac¸o-tempo.
O intervalo invariante sob transformac¸o˜es de Lorentz entre observadores no espac¸o-
tempo1 da TRE, e´ fornecido pelo elemento de linha de Minkowski [7]:
ds2 = ηµνdx
µdxν = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (2.1)
onde x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z e ηµν e´ a me´trica de Minkowski (me´trica do
espac¸o-tempo plano), dada por ηµν = diag(1,−1,−1,−1).
Em 1907, Einstein apresentou o Princ´ıpio da Equivaleˆncia, segundo o qual, um ob-
servador em um referencial acelerado (na˜o inercial) na˜o seria capaz de distinguir os efeitos
medidos nesse referencial, daqueles percebidos na presenc¸a de um campo gravitacional,
tal princ´ıpio se tornou o ponto de partida para a nova teoria da gravitac¸a˜o. Entre 1912 e
1914 Einstein, ao trabalhar com seu amigo Marcel Grossmann (1878 - 1936) na descric¸a˜o
geome´trica da propagac¸a˜o da luz em campo gravitacional, viu a possibilidade de descartar
o conceito de forc¸a gravitacional na ana´lise desse problema [8]. Em 1915 ele publicou a
TRG, onde os efeitos gravitacionais se propagam com a velocidade da luz, e a curvatura
do espac¸o-tempo desempenha o papel da forc¸a gravitacional da Teoria da Gravitac¸a˜o de
Newton (TGN).
1Espac¸o-tempo quadrimencional minkowskiano
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Assim como a TRG, a TGN e´ uma teoria de campo. O campo desta teoria pode
ser escrito por um campo escalar φ(x, y, z), esta func¸a˜o satisfaz a Equac¸a˜o de Poisson [9],
∇2φ(x, y, z) = 4piGρ(x, y, z), (2.2)
onde ρ(x, y, z) e´ a densidade de massa da mate´ria no espac¸o que produz o campo gravitaci-
onal. Por outro lado, as equac¸o˜es ba´sicas da TRG sa˜o as equac¸o˜es do campo gravitacional,
conhecidas como as equac¸o˜es de campo de Einstein [9]:
Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR− Λgµν = 8piG
c4
Tµν , (2.3)
onde Gµν e´ o tensor de Einstein, que conte´m as propriedades geome´tricas do espac¸o-tempo,
Tµν e´ o tensor de energia-momento, representa a distribuic¸a˜o da mate´ria-energia, Rµν e´
o tensor de Ricci, R e´ o escalar de curvatura de Ricci, G a constante Gravitacional, Λ
e´ a constante cosmolo´gica2 e 8piG/c4 e´ a constate de Einstein. Analisando as equac¸o˜es
de campo de Einstein, Equac¸a˜o (2.3), no limite de campo gravitacional fraco3, e´ poss´ıvel
recair na equac¸a˜o de campo newtoniana, Equac¸a˜o (2.2), neste sentido, a TGN e´ um caso
particular da TRG.
Para estudarmos a dinaˆmica co´smica, baseado na Equac¸a˜o (2.3), precisamos de
antema˜o determinar a me´trica e as componentes do tensor de energia-momento. Para
isto, Einstein fez uso de um princ´ıpio simplificador chamado de Princ´ıpio Cosmolo´gico,
tema da pro´xima sec¸a˜o.
2.1.2 Princ´ıpio Cosmolo´gico
A princ´ıpio, a equac¸a˜o de campo, Equac¸a˜o (2.3), na˜o e´ fa´cil de se resolver pois
envolve uma distribuic¸a˜o arbitra´ria de massa. Assim, argumentos de simetria sa˜o con-
siderados tendo em vista a simplificac¸a˜o da mesma. Enta˜o, para aplicar sua teoria na
descric¸a˜o do universo, Einstein fez uso do Princ´ıpio Cosmolo´gico, o qual considera que
em escala suficientemente grande o universo e´ espacialmente homogeˆneo e isotro´pico. Ho-
mogeneidade e´ a afirmac¸a˜o de que o universo parece o mesmo em cada ponto, enquanto
isotropia afirma que o universo parece o mesmo em todas as direc¸o˜es. Um deste na˜o im-
plica diretamente o outro. Por exemplo, um universo com um campo magne´tico uniforme
2Introduzida por Einstein na sua equac¸a˜o de campo para compatibilizar a mesma com a ideia de
universo esta´tico e imuta´vel existente na e´poca, depois considerada por ele o maior erro de sua vida.
3Onde obtemos, com alguns ajustes, o valor 8piG/c4 para a constante de Einstein
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e´ homogeˆneo, pois em todos os pontos e´ o mesmo, mas na˜o isotro´pico, porque as direc¸o˜es
ao longo das linhas de campo, podem ser distinguidas daquelas perpendiculares a elas.
Alternativamente, uma distribuic¸a˜o esfericamente sime´trica, visto a partir de seu ponto
central, e´ isotro´pica, mas na˜o necessariamente homogeˆnea [10].
Este princ´ıpio e´ postulado como verdadeiro, na˜o ha´ como demonstra´-lo. Sabemos
tambe´m que o universo local, ate´ distaˆncias da ordem de 10 Mpc, e´ na˜o homogeˆneo e
na˜o isotro´pico. No entanto, se formos observar mais e mais distantemente, em escalas
superiores as das maiores estruturas vis´ıveis, chamadas de superaglomerados de gala´xias,
que possui diaˆmetro da ordem de 10 a 30 Mpc, a distribuic¸a˜o de gala´xias parece ser
rigorosamente homogeˆnea e isotro´pica, fundamentando observacionalmente o Princ´ıpio
Cosmolo´gico [8].
2.1.3 Geometria, dinaˆmica e paraˆmetros da cosmologia
Espac¸os homogeˆneos e isotro´picos possuem o maior grupo de simetria poss´ıvel,
estas simetrias restringem fortemente a geometria admiss´ıvel para esses espac¸os. A me´trica
mais geral que descreve um universo em expansa˜o e satisfaz estas restric¸o˜es impostas pelo
Princ´ıpio Cosmolo´gico, e´ a me´trica de Fridmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).
Tal me´trica, expressa em coordenadas esfe´ricas (r, θ, φ) toma a seguinte forma4 [11]:
ds2 = gµνdx
µdxν = dt2 − a2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2dθ2 + r2sen2θdφ2
]
, (2.4)
onde x0 = t, x1 = r, x2 = θ, x3 = φ e gµν e´ o tensor me´trico que representa o espac¸o-tempo
curvo, dado por
gµν = diag
(
1, − a
2(t)
1− kr2 , −a
2(t)r2, −a2(t)r2sen2θ
)
. (2.5)
Esta me´trica e´ caracterizada por duas quantidades, o fator de escala a(t), que determina
a distaˆncia f´ısica do universo, e a constante k que determina se o universo e´ espacialmente
plano (k = 0), esfe´rico (k = 1) ou hiperbo´lico (k = −1). A Figura 2.1 ilustra algumas
superf´ıcies bidimensionais com k = 1, 0 e −1, que possibilita termos algumas intuic¸o˜es
das ana´logas tridimensionais.
A partir do tensor me´trico, Equac¸a˜o (2.5), podemos encontrar a conexa˜o me´trica
Γµνλ, definida em termos do tensor me´trico da seguinte forma:
Γµνλ =
1
2
gµβ(∂νgβλ + ∂λgβν − ∂βgνλ). (2.6)
4A partir de agora, adotaremos c = 1.
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Figura 2.1: Superf´ıcies curvas podem ter geode´sicas que se iniciam paralelas, mas na˜o
permanecem paralelas. Ale´m disso, as somas dos aˆngulos de um triaˆngulo na˜o sa˜o neces-
sariamente iguais 180o, e a circunfereˆncia de um c´ırculo na˜o e´ necessariamente igual a 2pi
vezes o raio. O modelo esfe´rico tem k = 1, o modelo de plano tem k = 0 e o modelo em
forma de sela tem k = −1 (extra´ıdo de [12]).
Encontrada as componentes da conexa˜o me´trica, podemos obter o tensor de curvatura de
Riemann Rµνλβ, definido por
Rµνλβ = ∂λΓ
µ
νβ − ∂βΓµνλ + ΓγνβΓµγλ − ΓγνλΓµγβ. (2.7)
E deste, atrave´s da contrac¸a˜o dos ı´ndices aplicando o tensor me´trico, podemos encontrar
o tensor de Ricci e o escalar de Ricci, respectivamente, dado por
Rνβ = g
λαRανλβ = R
λ
νλβ = ∂λΓ
λ
νβ − ∂βΓλνλ + ΓγνβΓλγλ − ΓγνλΓλγβ (2.8)
e
R = Rββ = g
βαRαβ. (2.9)
Assim, notamos que da me´trica, podemos calcular o tensor de Ricci Rµν e o escalar
de curvatura de Ricci R, obtendo toda a parte geome´trica da equac¸a˜o de campo de
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Einstein, Equac¸a˜o (2.3), representada pelo tensor de Einstein Gµν ≡ Rµν − 12gµνR −
Λgµν . Nos resta agora conhecer o tensor energia-momento Tµν , para podermos estudar a
dinaˆmica do universo.
Podemos considerar o universo preenchido por um fluido perfeito, ou melhor, uma
soma de fluidos perfeitos (radiac¸a˜o, mate´ria, curvatura, energia escura, constante cosmo-
lo´gica, etc), o qual o tensor energia-momento e´ dado por [13]:
Tµν = (
∑
j
ρj +
∑
j
pj)uµuν −
∑
j
pjgµν , (2.10)
onde ρj e´ a densidade de energia do fluido, pj e´ a pressa˜o do fluido e uµ e´ a quadri-
velocidade, medidas no referencial como´vel. Devido a homogeneidade e isotropia a pressa˜o
pj e densidade ρj so´ dependem do tempo.
De posse das componentes do tensor de Einstein Gµν e do tensor de energia-
momento Tµν , podemos resolver a equac¸a˜o de campo de Einstein, Equac¸a˜o (2.3), que
por causa do elevado grau de simetria, e devido muito dos termos se anularem, todo o
ca´lculo leva apenas a` duas equac¸o˜es independentes, que sa˜o [14]:
a˙2 =
8piG
3
a2
∑
i
ρi +
1
3
a2Λ− k (2.11)
e
a¨
a
= −4piG
3
(∑
i
ρi + 3
∑
i
pi
)
+
1
3
Λ. (2.12)
Essas duas equac¸o˜es governam a dinaˆmica do universo determinando a evoluc¸a˜o temporal
do fator de escala a(t), e sa˜o conhecidas como as equac¸o˜es de Friedmann-Lemaˆıtre. No
caso Λ = 0 sa˜o muitas vezes chamadas simplesmente de, as equac¸o˜es de Friedmann.
Para resolvermos este sistema, que possui treˆs inco´gnitas ρ, p e a, necessitamos
de outra equac¸a˜o ale´m destas duas apresentadas acima. A densidade e a pressa˜o de um
fluido sa˜o relacionados por sua equac¸a˜o de estado. Em cosmologia, e´ habitual assumir que
cada componente do fluido cosmolo´gico tem uma equac¸a˜o de estado da forma pi = wiρi
[11], onde wi e´ um paraˆmetro da equac¸a˜o de estado. Fechando assim o sistema com 3
equac¸o˜es independentes.
Por outro lado, e´ conveniente apresentarmos aqui, uma importante equac¸a˜o que
expressa a conservac¸a˜o da energia, dada por:
ρ˙i + 3
a˙
a
(ρi + pi) = 0. (2.13)
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Esta equac¸a˜o, pode ser derivada usando o fato do tensor energia-momento possuir diver-
geˆncia nula, e tambe´m diretamente das equac¸o˜es de Friedmann-Lemaˆıtre, Equac¸a˜o (2.11)
e Equac¸a˜o (2.12). Da Equac¸a˜o (2.13) podemos mostrar usando a equac¸a˜o de estado e
assumindo wi constante, que
ρi = ρ0i
(
a
a0
)−3(1+wi)
(2.14)
onde ρ0i e´ a densidade de energia medida hoje e a0 e´ o fator de escala hoje. Na Tabela 2.1
mostramos os valores para a pressa˜o, paraˆmetros da equac¸a˜o de estado, e a lei de evoluc¸a˜o
da densidade, para as principais componentes do fluido cosmolo´gico.
componente pi wi ρi
mate´ria 0 0 ρm ∝ a−3
radiac¸a˜o 1
3
ρr
1
3
ρr ∝ a−4
curvatura espacial −1
3
ρk −13 ρk ∝ a−2
constante cosmolo´gica −ρΛ −1 ρΛ ∝ a0
fluido desconhecido wxρ wx ρx ∝ a−3(1+wx)
Tabela 2.1: Tabela com os valores para a pressa˜o, paraˆmetro da equac¸a˜o de estado e lei
de evoluc¸a˜o da densidade para as principais componentes do fluido cosmolo´gico.
Da Equac¸a˜o (2.11) obtemos uma expressa˜o para um paraˆmetro muito importante
na cosmologia, conhecido como Paraˆmetro de Hubble (H(t) = a˙/a), este paraˆmetro ex-
pressa a taxa de expansa˜o do universo em um dado instante t, cujo quadrado e´
H(t)2 =
(
a˙
a
)2
=
8piG
3
∑
i
ρi +
1
3
Λ− k
a2
, (2.15)
e desta temos que,
H(t)2 =
8piG
3
(ρm + ρr + ρx) +
1
3
Λ− k
a2
(2.16)
H(t)2 =
8piG
3
ρm + ρr + ρx + Λ8piG︸︷︷︸
ρΛ

︸ ︷︷ ︸
ρtotal
− k
a2
− k
a2H(t)2
=
(
1− 8piG
3H(t)2
ρtotal
)
. (2.17)
Notamos diretamente da expressa˜o anterior que o universo e´ espacialmente plano
(k = 0) se tivermos uma densidade ρtotal, igual a uma densidade de energia cr´ıtica dada
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por ρc =
3H(t)2
8piG
. E´ conveniente desta densidade cr´ıtica, definirmos novos paraˆmetros
adimensionais de densidade, definidos como:
Ωtotal ≡ ρtotal
ρc
=
8piGρtotal
3H(t)2
; Ωr ≡ ρr
ρc
=
8piGρr
3H(t)2
; Ωm ≡ ρm
ρc
=
8piGρm
3H(t)2
ΩΛ ≡ ρΛ
ρc
=
Λ
3H(t)2
; Ωk ≡ −ρk
ρc
= − k
a2H(t)2
; Ωx ≡ ρx
ρc
=
8piGρx
3H(t)2
Escrevendo a Equac¸a˜o (2.17) em termos dos paraˆmetros adimensionais de densi-
dade, temos:
Ωk = (1− Ωtotal)

Ωtotal = 1 Ωk = 0 k = 0 universo plano
Ωtotal < 1 Ωk > 1 k = −1 universo aberto
Ωtotal > 1 Ωk < 1 k = 1 universo fechado
, (2.18)
vemos ainda que,
Ωk + Ωtotal = 1 ⇒ Ωk + Ωr + Ωm + ΩΛ + Ωx = 1.
Nesta dissertac¸a˜o, adotamos que as quantidades com subescrito 0 denotam seus valores
no tempo presente t0, sendo assim, as expresso˜es anteriores para t0 tornam-se:
Ω0total ≡ ρ0total
ρc
=
8piGρ0total
3H20
; Ω0r ≡ ρ0r
ρc
=
8piGρ0r
3H20
; Ω0m ≡ ρ0m
ρc
=
8piGρ0m
3H20
Ω0Λ ≡ ρ0Λ
ρc
=
Λ
3H20
; Ω0k ≡ −ρ0k
ρc
= − k
a20H
2
0
; Ω0x ≡ ρ0x
ρc
=
8piGρ0x
3H20
Ω0k + Ω0r + Ω0m + Ω0Λ + Ω0x = 1.
Definindo o paraˆmetro de Hubble como H(t) ≡ H0E(t), podemos mostrar, usando
a Equac¸a˜o (2.14) e alguns dos paraˆmetros adimensionais de densidades definidos anteri-
ormente, que a Equac¸a˜o (2.16) pode ser expressa como se segue,
E(t) =
√
Ω0Λ + Ω0ra−4 + Ω0ma−3 + Ω0xa−3(1+wx) + Ω0ka−2, (2.19)
onde, tambe´m foi usado, o respectivo valor de wi para cada componente e a normalizac¸a˜o
a0 = 1.
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Geralmente, o estudo da acelerac¸a˜o do universo em modelos cosmolo´gicos e´ reali-
zado atrave´s da definic¸a˜o do paraˆmetro de desacelerac¸a˜o q(t), definido como:
q(t) = − 1
H2
· a¨
a
= −aa¨
a˙2
=
4piG
3H2
(∑
i
ρi + 3
∑
i
pi
)
− 1
3
Λ
H2
q(t) =
1
2ρc
∑
i
ρi (1 + 3ωi)− ΩΛ =
∑
i
Ωi
2
(1 + 3ωi)− ΩΛ
q(t) =
Ωm
2
+ Ωr − ΩΛ +
∑
x
Ωx
2
(1 + 3ωx). (2.20)
Para o tempo presente t0, torna-se
q0 =
Ω0m
2
+ Ω0r − Ω0Λ +
∑
x
Ω0x
2
(1 + 3ω0x). (2.21)
Sendo assim, a taxa de expansa˜o do universo e´ constante se q0 = 0, desacelerada se q > 0,
e acelerada se q0 < 0.
Vimos que da equac¸a˜o de Einstein, Equac¸a˜o (2.3), chegamos em duas equac¸o˜es
independentes, Equac¸a˜o (2.11) e Equac¸a˜o (2.12), que governam a dinaˆmica do universo,
adicionando a estas duas uma equac¸a˜o de estado, obtivemos expresso˜es e definimos paraˆ-
metros, que uma vez determinados os valores, nos da´ muita informac¸a˜o e caracter´ısticas
do universo. Da´ı, um dos principais objetivos da cosmologia observacional, e´ definir os
valores destes paraˆmetros a partir das mais diversas observac¸o˜es astronoˆmicas.
2.2 Aspectos observacionais
2.2.1 O redshift cosmolo´gico
O redshift (desvio para o vermelho) das linhas espectrais e´ um fenoˆmeno comum e
u´til na astronomia. Este fenoˆmeno pode ser causado por treˆs causas distintas [15]:
1. O Efeito Doppler da relatividade especial, que surge quando uma fonte de radiac¸a˜o
esta´ em movimento relativo a um observador;
2. O redshift gravitacional da relatividade geral, que e´ uma consequeˆncia da dilata-
c¸a˜o do tempo gravitacional, que existe entre os observadores que esta˜o relativamente
em repouso, mas localizados em regio˜es de diferentes curvatura do espac¸o-tempo;
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3. O redshift cosmolo´gico, que surge quando a fonte e o observador esta˜o separados
por distaˆncias cosmologicamente grandes, em um universo que esta´ se contraindo
ou expandindo.
Quantitativamente o redshift de uma linha espectral e´ definida da seguinte forma:
z =
λobs − λ
λ
, (2.22)
onde λobs e´ o comprimento de onda observado ao atingir o seu observador distante, e λ
e´ o comprimento de onda emitido, ou seja, medido na fonte. Podemos notar que, z e´
uma relac¸a˜o adimensional e que um valor negativo de z indica um blueshift (desvio para
o azul).
O redshift de interesse nesta dissertac¸a˜o e´ o redshift cosmolo´gico, que por sua
vez, pode ser relacionado com o fator de escala. Para mostrar esta relac¸a˜o, considere um
observador na origem de um sistema de coordenadas de FLRW, observando um sinal de luz
radial emitido por uma gala´xia distante do observador. Assim, sem perda de generalidade,
devido a` homogeneidade e isotropia, podemos definir as coordenadas de emissa˜o como
sendo (t, r1, 0, 0) e as coordenadas de observac¸a˜o como (tobs, 0, 0, 0). Sabendo que o sinal
de luz viaja ao longo de uma geode´sica nula, ds2 = 0, temos da Equac¸a˜o (2.5) que:
0 = dt2 − a(t)2 dr
2
1− kr2 ⇒ dt = ±a(t)
dr√
1− kr2 . (2.23)
Como o raio de luz viaja em direc¸a˜o a origem das coordenadas, o sinal que devemos
escolher e´ o de menos, fazendo isto e integrando, temos:∫ tobs
t
dt
a(t)
= −
∫ 0
r1
dr√
1− kr2 =
∫ r1
0
dr√
1− kr2 . (2.24)
Supondo que um segundo sinal e´ emitido, pela mesma fonte, pouco tempo depois
t+ δt, e portanto, observado pouco tempo depois do primeiro sinal tobs + δtobs, como este
tambe´m viaja com geode´sica nula, temos:∫ tobs+δtobs
t+δt
dt
a(t)
=
∫ r1
0
dr√
1− kr2 . (2.25)
Comparando a Equac¸a˜o (2.24) e a Equac¸a˜o (2.25), obtemos:∫ tobs
t
dt
a(t)
=
∫ tobs+δtobs
t+δt
dt
a(t)
. (2.26)
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Cada uma destas integrais podem ser escritas como uma soma de duas partes,∫ tobs
t+δt
dt
a(t)
+
∫ t+δt
t
dt
a(t)
=
∫ tobs+δtobs
tobs
dt
a(t)
+
∫ tobs
t+δt
dt
a(t)∫ t+δt
t
dt
a(t)
=
∫ tobs+δtobs
tobs
dt
a(t)
. (2.27)
Ambas as integrais da Equac¸a˜o (2.27), sa˜o realizadas em um per´ıodo muito curto de
tempo, de modo que o integrando 1/a(t), permanece constante durante a curta durac¸a˜o
da integrac¸a˜o, resultando em:
δt
a(t)
=
δtobs
a(tobs)
ou
δt
δtobs
=
a(t)
a(tobs)
. (2.28)
Se os sinais sa˜o cristas de onda subsequentes, a frequeˆncia emitida e observada sa˜o res-
pectivamente ν = 1/δt e νobs = 1/δtobs, por outro lado, o comprimento de onda emitido e
observado sa˜o respectivamente λ = 1/ν e λobs = 1/νobs, usando estas relac¸o˜es na Equac¸a˜o
(2.28), encontramos as seguintes expresso˜es,
νobs = ν
a(t)
a(tobs)
e λobs = λ
a(tobs)
a(t)
. (2.29)
Substituindo a ultima expressa˜o da Equac¸a˜o (2.29) na Equac¸a˜o (2.22), obtemos a relac¸a˜o
do redshift cosmolo´gico com o fator de escala,
1 + z =
a(tobs)
a(t)
. (2.30)
Portanto, da Equac¸a˜o (2.30), vemos que o redshift da luz e´ determinado pela raza˜o entre
o valor do fator de escala no tempo de observac¸a˜o e o seu valor no tempo de emissa˜o.
Em um universo em expansa˜o, o fator de escala observado e´ maior do que o emitido
a(tobs) > a(t), resultando em um z > 0, ou seja, um redshift. Caso contra´rio, em um
universo em contrac¸a˜o, temos a(tobs) < a(t) resultando em um z < 0, ou seja, um blueshift.
Se o universo esta´ expandido, quanto mais distante a fonte de luz do observador, maior
sera´ a diferenc¸a entre o tempo de emissa˜o e de observac¸a˜o, levando a` uma maior diferenc¸a
entre o fator de escala observado e o emitido, resultando em um maior redshift.
Concluindo, o redshift cosmolo´gico e´ uma consequeˆncia da expansa˜o do espac¸o,
devido o mesmo causar um alongamento no comprimento de onda da radiac¸a˜o enquanto
esta esta´ em traˆnsito entre o ponto de emissa˜o e de observac¸a˜o, em outra palavras, o
redshift cosmolo´gico e´ uma consequeˆncia do movimento que surge da expansa˜o do espac¸o,
em vez de um movimento atrave´s do mesmo [15]. A Figura 2.2, ilustra o que foi dito neste
para´grafo.
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Figura 2.2: Vista esquema´tica de um redshift de origem cosmolo´gica, que e´ resultado da
expansa˜o do espac¸o (adaptada de [15]).
2.2.2 Distaˆncia no universo em expansa˜o
Distaˆncia como´vel e distaˆncia pro´pria
O conceito de distaˆncia em um universo em expansa˜o na˜o e´ trivial e nem u´nico.
Assim, e´ recomendado um certo cuidado com o significado de distaˆncia entre dois pontos
em um universo homogeˆneo, isotro´pico e em expansa˜o.
Vimos que, a me´trica mais geral para este tipo de universo e´ a me´trica de FLRW,
Equac¸a˜o (2.4), que por sua vez, e´ expressa em termos de coordenadas como´veis a` expansa˜o,
ou seja, de um sistema de coordenadas que expande junto com o universo, sendo assim,
distaˆncia entre dois objetos como´veis a` expansa˜o, medidas nestas coordenadas, manteˆm-se
constante. Esta distaˆncia, que permanece constante com o tempo, quando dois objetos se
afastam devido somente a` expansa˜o do universo, e´ definida como distaˆncia como´vel dc.
A expressa˜o matema´tica para a distaˆncia como´vel dc, pode ser obtida da me´trica
FLRW, partindo da mesma situac¸a˜o criada para chegarmos a` Equac¸a˜o (2.24), a qual e´
definida como distaˆncia como´vel 5 [16],
dc ≡
∫ tobs
t
dt
a(t)
=
∫ r1
0
dr√
1− kr2 =

arcsen(r1) k = 1
arcsenh(r1) k = −1
r1 k = 0
. (2.31)
Por outro lado, sabemos que,
dt
a
=
dt
da
da
a
a
a
=
1
(da/dt)
da
a2
a =
1
H(t)
da
a2
, (2.32)
5Na verdade, a distaˆncia como´vel e´ definida como sendo a Equac¸a˜o (2.24) vezes o valor atual do fator
de escala a0, no entanto, adotamos aqui a normalizac¸a˜o a0 = 1, assim, e´ verdadeira esta definic¸a˜o para
distaˆncia como´vel, Equac¸a˜o (2.31). E´ importante tambe´m ressaltar que, ale´m de a0, adotamos c = 1.
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e que, normalizando (a(tobs) = 1), temos da Equac¸a˜o (2.30) que a = (1 + z)
−1, de onde
obtemos da = −(1 + z)−2dz = −a2dz. Assim, da Equac¸a˜o (2.32), conclu´ımos que,
dt
a
= − dz
H(z)
⇒
∫ tobs
t
dt
a(t)
=
∫ z
0
dz′
H(z′)
. (2.33)
Da´ı, usando a definic¸a˜o H(z) ≡ H0E(p; z), podemos escrever a distaˆncia como´vel como
sendo:
dc =
1
H0
∫ z
0
dz′
E(p; z′)
, (2.34)
onde, a expressa˜o para E(p; z), e´ obtida substituindo a = (1 + z)−1 na Equac¸a˜o (2.19),
E(p; z) =
√
Ω0Λ + Ω0r(1 + z)4 + Ω0m(1 + z)3 + Ω0x(1 + z)3(1+wx) + Ω0k(1 + z)2, (2.35)
onde p ≡ Ω0j;w (j ≡ m,Λ, r, k ou x) e Ω0k = 1− Ωtotal = 1− Ω0r − Ω0m − Ω0Λ − Ω0x. E´
importante notar que, toda a cosmologia esta´ contida em E(p; z).
Vimos que a distaˆncia como´vel entre dois objetos como´veis a` expansa˜o permanece
fixa com o tempo, no entanto, e´ evidente que as distaˆncias f´ısicas entre objetos como´veis a`
expansa˜o aumentam, este aumento e´ proporcional ao fator de escala, que indica o quanto
a superf´ıcie, ou o universo, se expandiu com o tempo. Multiplicando o fator de escala a(t),
pela distaˆncia como´vel dc, determinamos uma distaˆncia com significado f´ısico, tambe´m
chamada distaˆncia pro´pria dp,
dp = a(t)dc =
1
(1 + z)H0
∫ z
0
dz′
E(p; z′)
. (2.36)
Sabendo que, contrariamente a` distaˆncia como´vel, a distaˆncia pro´pria muda devido a`
expansa˜o ou contrac¸a˜o uniforme do espac¸o, nos e´ interessante perguntar qua˜o rapidamente
ha´ esta mudanc¸a. Da´ı, definimos a velocidade pro´pria radial vp(t), como a taxa de variac¸a˜o
da distaˆncia pro´pria em relac¸a˜o ao tempo co´smico [15],
vp(t) =
d
dt
(dp) =
d
dt
(a(t)) dc. (2.37)
Usando o fato que dc = dp/a(t), obtemos a conhecida Lei de Hubble:
vp(t) =
˙a(t)
a(t)
dp = H(t)dp. (2.38)
Analisando esta mesma equac¸a˜o para t = t0, ou seja, para o momento presente (ou de
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forma equivalente, para distaˆncias pro´ximas), obtemos a lei do astroˆnomo Hubble6,
vp = H0dp, (2.39)
onde o paraˆmetro de Hubble H(t), transforma-se na constante de Hubble H0.
Como pode ser visto, as propriedades geome´tricas de um universo com geometria
de FLRW, e´ bastante diferente de um com geometria euclidiana, onde entre outras coisas,
temos k = 0 (ver Figura 2.1). Esta diferenc¸a fica evidente na expressa˜o para coordenada
como´vel radial r1(z), obtida da Equac¸a˜o (2.31),
r1(z) = Sk
[∫ tobs
t
dt
a(t)
]
= Sk
[
1
H0
∫ z
0
dz′
E(p; z′)
]
onde: Sk[y] ≡

sen(y) k = 1
senh(y) k = −1
y k = 0
.(2.40)
Mais detalhes sobre esta definic¸a˜o pode ser encontrada nas referencias [14, 15].
E´ importante ressaltar que, na˜o se pode medir diretamente a distaˆncia pro´pria e
nem a distaˆncia como´vel. Entre as distaˆncias que se medem, as mais importantes sa˜o as
de luminosidade e de diaˆmetro angular. As quais vamos apresentar a seguir.
Distaˆncia de luminosidade dL
A luminosidade aparente l, que atinge um observador distante da fonte luminosa,
em um universo plano e esta´tico, pode ser expressa em termos na luminosidade absoluta
L, da seguinte forma [14]:
l =
L
A
=
L
4pid2
, (2.41)
onde, a luminosidade absoluta L, e´ a quantidade total de energia radiativa emitida por
segundo, e a luminosidade aparente l, e´ a energia que atravessa cada unidade de a´rea
(A) de uma superf´ıcie imagina´ria de raio (d) igual a` distaˆncia da fonte ate´ o observador,
estando a esfera centrada na fonte luminosa.
Para um universo com geometria de FLRW e em expansa˜o, a Equac¸a˜o (2.41) precisa
de modificac¸o˜es, visto que, ao considerarmos grandes distaˆncias, ou seja, grandes redshifts
(z > 0, 1), os efeitos da expansa˜o cosmolo´gica sobre a determinac¸a˜o de grandezas f´ısicas,
6Note que ha´ uma distinc¸a˜o entre a ”lei do astroˆnomo Hubble”, Equac¸a˜o (2.39), e a lei que foi obtida
posteriormente e que denominaremos Lei de Hubble, Equac¸a˜o (2.38). A principal diferenc¸a e´ que a
primeira possui validade limitada, enquanto que a u´ltima, e´ sempre va´lida (mais detalhes em [59]).
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especialmente distaˆncia, devem ser consideradas. Sa˜o essas medidas que podem nos dizer
se o universo esta´ em expansa˜o acelerada ou desacelerada, e com que rapidez o mesmo
expande. Neste caso especifico, as modificac¸o˜es sa˜o por treˆs razo˜es [11]:
1. No momento t0 em que a luz atinge o observador, a a´rea (A) apropriada de uma
esfera desenhada a` volta da fonte luminosa, e´ dada pela me´trica de FLRW, Equac¸a˜o
(2.4), A = 4pia20r
2
1, onde r1 e´ a coordenada radial como´vel do observador, visto a
partir da fonte luminosa, que e´ igual a` coordenada radial da fonte luminosa, visto a
partir do observador (ver Figura 2.3(a));
2. A taxa de chegada dos fo´tons individuais e´ mais baixa do que a taxa em que foram
emitidos, por um fator dado por: a(t)/a0 = 1/(1 + z);
3. A energia hν0 dos fo´tons individuais detectados pelo observador, e´ menor do que a
energia hν com a qual eles foram emitidos, dada pelo mesmo fator, 1/(1 + z).
Assim, considerando as modificac¸o˜es citadas anteriormente, a fo´rmula correta para
luminosidade aparente l, para qualquer grandeza de distaˆncia em um universo com geo-
metria de FLRW e em expansa˜o, e´ dada por:
l =
L
4pi(a0r1)2(1 + z)2
. (2.42)
A partir disto, definimos distaˆncia de luminosidade dL, como sendo uma distaˆncia que
manteˆm va´lida a Equac¸a˜o (2.41), mesmo em um universo com geometria de FLWR e em
expansa˜o. Portanto, expressa da seguinte forma,
dL =
(
L
4pil
) 1
2
. (2.43)
Finalmente, substituindo a Equac¸a˜o (2.42) na Equac¸a˜o (2.43), obtemos a seguinte expres-
sa˜o para dL,
dL = a0(1 + z)r1. (2.44)
Podemos ainda, reescrever a expressa˜o acima de dL, usando a equac¸a˜o Ω0k = − ka20H20 , e a
Equac¸a˜o (2.40), onde obtemos, para uma fonte observada hoje, no redshift z, a expressa˜o
dL =
√−k(1 + z)
H0
√
Ω0k
Sk
[√
Ω0k√−k
∫ z
0
dz′
E(p; z′)
]
, (2.45)
usamos tambe´m, a normalizac¸a˜o a0 = 1. Esta forma e´ geral e va´lida para qualquer
curvatura.
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(a) Distaˆncia de luminosidade dL (b) distaˆncia de diametro angular dA
Figura 2.3: Geometria associada com a definic¸a˜o da distaˆncia de luminosidade dL, e dis-
taˆncia de diaˆmetro angular dA, respectivamente. Com uma dimensa˜o espacial suprimida
(adaptada de [14]).
Distaˆncia de diaˆmetro angular dA
Suponha uma fonte de luz F, com diaˆmetro pro´prio S, a uma distaˆncia radial d do
observador, em um espac¸o euclidiano (plano). O seu diaˆmetro angular θ, e´ dado por:
θ =
S
d
. (2.46)
Por outro lado, em um universo com geometria de FLRW e em expansa˜o, a dis-
taˆncia f´ısica radial do observador a uma fonte luminosa, no momento t, em que o luz
observada foi emitida, e´ dada por a(t)r1 (ver Figura 2.3(b)). Sendo assim, a expressa˜o
para o diaˆmetro angular, Equac¸a˜o (2.46), para este universo torna-se:
θ =
S
a(t)r1
. (2.47)
A distaˆncia de diaˆmetro angular dA, e´ definida de modo que o diaˆmetro angular
θ, e´ dado pela relac¸a˜o habitual da geometria euclidiana, Equac¸a˜o (2.46). Logo, expresso
como, dA = S/θ, que por sua vez, comparando com a Equac¸a˜o (2.47), obtemos:
dA = a(t)r1. (2.48)
Comparando a Equac¸a˜o (2.48) com a Equac¸a˜o (2.44), obtemos uma importante
relac¸a˜o, conhecida na cosmologia como Relac¸a˜o de Dualidade de Distaˆncia Co´mica,
dA =
dL
(1 + z)2
. (2.49)
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Desta expressa˜o, vemos que a raza˜o de dA com dL, e´ simplesmente uma func¸a˜o do redfhist,
logo, independente que qualquer cosmologia adotada. Comparando a Equac¸a˜o (2.45) com
a Equac¸a˜o (2.49), e´ fa´cil ver quer,
dA =
√−k
H0
√
Ω0k(1 + z)
Sk
[√
Ω0k√−k
∫ z
0
dz′
E(p; z′)
]
. (2.50)
Lembrando que, Sk[y] = sen(y), senh(y), y para k = 1, k = −1 e k = 0, respectivamente.
E´ importante frisar que, todas estas abordagens para a medic¸a˜o da distaˆncia sa˜o equiva-
lentes em um espac¸o plano e esta´tico, mas como vimos, em um espac¸o com geometria de
FLRW e em expansa˜o sa˜o relativamente diferentes.
2.2.3 Idade do universo e o Lookback Time
Definimos o tempo como sendo zero (t = 0), quando corresponde a um fator de
escala igual zero (a = 0), que equivale a um redshift infinito, visto que a/a0 = 1/(1 + z).
Esta definic¸a˜o e´ u´til para encontrarmos uma expressa˜o que represente a idade do universo
em um redshift z qualquer. Tal expressa˜o, pode ser obtida a partir da Equac¸a˜o (2.33),
dt = −a dz
H(z)
⇒
∫ t(z)
0
dt = −
∫ z
∞
a
dz′
H(z′)
, (2.51)
onde, usando a definic¸a˜o H(z) ≡ H0E(p; z), temos:
t(z) =
1
H0
∫ ∞
z
dz′
(1 + z′)E(p; z′)
, (2.52)
que representa a idade do universo em um z qualquer. A idade total do universo t0, e´
obtida tomando z = 0 na equac¸a˜o anterior,
t0 =
1
H0
∫ ∞
0
dz′
(1 + z′)E(p; z′)
. (2.53)
A relac¸a˜o de Lookbak time - redshift, e´ definida como a diferenc¸a entre a idade do
universo hoje (t0) e sua idade quando um raio de luz em particular num certo redshift
z foi emitido (t(z)). Assim, subtraindo a Equac¸a˜o (2.52) da Equac¸a˜o (2.53), obtemos a
relac¸a˜o Lookbak time - redshift,
tL(z) = t0 − t(z) = 1
H0
∫ z
0
dz′
(1 + z′)E(p; z′)
. (2.54)
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2.3 Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo
A Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo (RCF) e´ uma predic¸a˜o da teoria do Big Bang.
Segundo esta teoria, o universo primordial era muito quente e denso, constitu´ıdo por um
plasma de fo´tons, ele´trons e ba´rions. A taxa de espalhamento destes fo´tons primordiais
com este plasma era ta˜o alta que o livre caminho me´dio destes fo´tons era menor que o raio
de Hubble7, isto implica que os fo´tons estavam aprisionados a este plasma, portanto, em
equil´ıbrio te´rmico com o mesmo, impedindo, atrave´s das constantes interac¸o˜es via Efeito
Compton, a formac¸a˜o de estruturas baroˆnicas. No entanto, com a gradual expansa˜o do
universo, a densidade e temperatura deste plasma diminuem, permitindo que os nu´cleos
atoˆmicos de Hidrogeˆnio e He´lio passem a se combinar com os ele´trons formando os a´tomos.
Este per´ıodo, no qual o universo passa a ser eletricamente neutro, e´ denominado de
recombinac¸a˜o. A partir de enta˜o, a taxa de espalhamento e´ drasticamente reduzida,
aumentando o livre caminho me´dio dos fo´tons, dando in´ıcio a` era do desacoplamento,
onde a radiac¸a˜o formada por estes fo´tons primordiais desacopla do plasma e passa a se
propagar livremente pelo espac¸o. Remanescentes desta radiac¸a˜o primordial forma hoje o
que chamamos de Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo.
A ideia da existeˆncia desta radiac¸a˜o surgiu pela primeira fez na de´cada de quarenta,
nos trabalhos publicados por George Gamow e colaboradores [17]. Em 1964, dois ra´dio-
astroˆnomos americanos Penzias e Wilson, da Bell Telephone Laboratories, detectaram um
sinal isotro´pico no comprimento de onde de ra´dio, correspondente a uma temperatura de
corpo negro de T = 3, 5 ± 1 K [18]. A radiac¸a˜o detectada na˜o estava relacionada com
nenhuma fonte de ra´dio local, do Sistema Solar ou da nossa gala´xia, na verdade, intenci-
onalmente eles haviam detectado a RCF predita por George Gamow e colaboradores, um
fo´ssil remanescente do in´ıcio do universo. Esta descoberta rendeu a Penzias e Wilson o
Preˆmio Nobel de F´ısica de 1978.
Ao longo dos anos seguintes, va´rios experimentos foram desenvolvidos para estudar
acuradamente a RCF, o de maior destaque foi o sate´lite COBE (Cosmic Background
Explorer), lanc¸ado em 1989, ele foi capaz de demonstrar entre outras coisas que a RCF
segue com muita precisa˜o a distribuic¸a˜o de corpo negro, como mostra a Figura 2.4. Por se
ajustar bem a` curva de corpo negro, e´ poss´ıvel obter com boa precisa˜o a temperatura desta
7O raio de Hubble, tambe´m conhecido como distaˆncia de Hubble (dH), representa o raio do universo
observa´vel. A medida atual desta distaˆncia e´ dH = c/H0 = 3000h
−1Mpc, onde H0 = 100h kms−1Mpc−1.
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radiac¸a˜o, que atualmente apresenta um valor de aproximadamente 2, 72548± 0, 00057 K
[19]. O estudo da RCF foi, e esta´ sendo, crucial para o desenvolvimento da Cosmologia,
a partir deste estudo foi poss´ıvel, por exemplo, montar a histo´ria co´smica dos u´ltimos
bilho˜es de anos relacionando tempo com temperatura.
Figura 2.4: Espectro da Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo medido pelo sate´lite COBE (extra´ıdo
de [20]).
Em 2001 a NASA lanc¸ou o sate´lite WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe), com maior precisa˜o e sensibilidade que o COBE, operou ate´ 2010, durante seu
funcionamento realizou medidas das flutuac¸o˜es de temperaturas da RCF, chamadas de
anisotropias. Medidas mais recentes realizadas pelo WMAP, apo´s subtrair efeitos de
anisotropia de dipolo8 e da nossa pro´pria gala´xia, nos mostra que a RCF e´ muito uniforme,
apresentando anisotropias da ordem apenas de ∆T/T ' 10−5, Figura 2.5, mostrando
assim que o universo primordial era muito homogeˆnio, estabelecendo uma das evideˆncias
mais fortes para a homogeneidade de larga escala do universo, conforme postulado pelo
Princ´ıpio Cosmolo´gico.
Apesar de muito pequena, a existeˆncia dessas anisotropias e´ de extrema impor-
taˆncia para o estudo do universo. A partir do seu estudo e´ poss´ıvel, entre outras coisas,
termos um melhor entendimento do processo de crescimento de estruturas e restringir
paraˆmetros cosmolo´gicos. Na Tabela 2.2 e´ apresentado restric¸o˜es de paraˆmetros cosmolo´-
gicos baseados nos nove anos finais de dados do WMAP e em conjunto com uma se´rie de
8Distorc¸a˜o na distribuic¸a˜o de temperatura da RCF devido ao efeito Doppler decorrente do movimento
relativo da Terra em relac¸a˜o a`s coordenadas como´veis.
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Figura 2.5: Imagem detalha das inomogeneidades presentes na RCF criada a partir de
nove anos de dados do WMAP apo´s subtrac¸a˜o da contaminac¸a˜o devido a fontes gala´ticas.
A imagem revela flutuac¸o˜es de temperatura (mostradas como diferenc¸as de cor) da ordem
de 10−5. Cre´ditos: NASA/WMAP Science Team.
dados cosmolo´gicos adicionais (WMAP + eCMB + BAO + H0) [21].
Em 14 de maio de 2009, foi lanc¸ado o sate´lite espacial Planck da Ageˆncia Espacial
Europeia (ESA - European Space Agency’s), seu principal objetivo foi medir as anisotro-
pias da RCF, com precisa˜o definida por limites fundamentais astrof´ısicos. O seu n´ıvel de
desempenho esta´ permitindo extrair praticamente todas as informac¸o˜es que podem ser
obtidas a partir das anisotropias da RCF. O Planck tambe´m mediu com alta precisa˜o
a polarizac¸a˜o das anisotropias da RCF, que codifica na˜o so´ uma riqueza de informac¸o˜es
cosmolo´gica, mas tambe´m fornece uma explorac¸a˜o u´nica da histo´ria te´rmica do universo
durante o tempo em que as primeiras estrelas e gala´xias se formaram [22]. Assim, e´
esperado que dados fornecidos pelo Planck fornec¸a respostas a muitas questo˜es funda-
mentais sobre o in´ıcio da histo´ria e evoluc¸a˜o do nosso universo. Especificamente, dados
que permita definir estreitas restric¸o˜es sobre os paraˆmetros cosmolo´gicos; estudar a his-
to´ria de ionizac¸a˜o do universo; investigar a dinaˆmica da era inflaciona´ria; e testar f´ısicas
fundamentais, ale´m da inflac¸a˜o.
O sate´lite Planck funcionou perfeitamente por 30 meses, cerca de duas vezes o pe-
r´ıodo inicialmente exigido. No entanto, foi desligado em 23 de outubro de 2013. Os dados
de alta qualidade que a missa˜o produziu continuara´ a ser cientificamente explorados nos
pro´ximos anos [23]. As descobertas cient´ıficas da missa˜o sa˜o apresentadas em uma se´rie de
artigos, cujo os links enta˜o no site<http://www.cosmos.esa.int/web/planck/publications>.
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Paraˆmetro S´ımbolo WMAP Combinados
Paraˆmetros ΛCDM Planos
Densidade f´ısica de ba´rions Ωbh
2 0.02264± 0.00050 0.02223± 0.00033
Densidade f´ısica da mate´ria escura fria Ωch
2 0.1138± 0.0045 0.1153± 0.0019
Densidade da energia escura ΩΛ 0.721± 0.025 0.7135+0.0095−0.0096
Perturbac¸a˜o da curvatura 109∆2R 2.41± 0.10 2.464± 0.072
I´ndice espectral escalar ns 0.972± 0.013 0.9608± 0.0080
Profundidade o´ptica da reionizac¸a˜o τ 0.089± 0.014 0.081± 0.012
Paraˆmetros Derivados
Idade do universo (Ganos) t0 13.74± 0.11 13.772± 0.059
Paraˆmetro Hubble (kms−1Mpc−1) H0 70.0± 2.2 69.32± 0.80
Flutuac¸o˜es de densidade σ8 0.821± 0.023 0.820+0.0130.014
Densidade de ba´rions/densidade cr´ıtica Ωb 0.0463± 0.0024 0.04628± 0.00093
Densidade de mate´ria escura fria/densidade cr´ıtica Ωc 0.233± 0.023 0.2402+0.00093−0.0087
Redshift da igualdade mate´ria - radiac¸a˜o zeq 3265
+106
−105 3293± 47
Redshift de reionizac¸a˜o zreion 10.6± 1.1 10.1± 1.0
Tabela 2.2: Valores dos principais paraˆmetros do Modelo ΛCDM Plano, referente aos
mais recentes dados do WMAP (9 anos) e dados combinados (WMAP + eCMB + BAO
+ H0). A lista completa de valores de paraˆmetros para este modelo, com combinac¸o˜es de
dados adicionais, pode ser encontrada em http://lambda.gsfc.nasa.gov/ [21].
2.4 Constituintes predominantes do universo
Sabemos hoje que a mate´ria escura e a energia escura constituem cerca de 95% de
todo o conteu´do de mate´ria-energia do universo, sendo assim, os dois componentes pre-
dominantes. Mesmo sendo ta˜o abundante, sabemos muito pouco sobre a natureza destas
componentes, o que temos em nu´mero relativamente alto, sa˜o evideˆncias que levaram a
supor sua existeˆncia. Algumas dessas evideˆncias citaremos nas duas sec¸o˜es seguintes.
2.4.1 A mate´ria escura
Considerac¸o˜es acerca da nucleoss´ıntese primordial conduz a` conclusa˜o de que a
maior parte da massa do universo na˜o esta´ na forma de mate´ria barioˆnica, ou seja, de
nu´cleos atoˆmicos e ele´trons. Esta conclusa˜o e´ poderosamente reforc¸ada pelas observac¸o˜es
das anisotropias da Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo [11]. Isso nos leva a considerar um outro
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tipo de mate´ria, para complementar a massa estimada do universo pela observac¸o˜es, uma
mate´ria escura, que na˜o emite e nem interage de forma significativa com a radiac¸a˜o,
tornando assim, imposs´ıvel de podermos ”veˆ-la”.
Como na˜o interage eletromagneticamente, a mate´ria escura so´ e´ detectada atrave´s
da sua influeˆncia gravitacional sobre a dinaˆmica da mate´ria barioˆnica e ate´ mesmo da
luz, como no caso das lentes gravitacionais fracas. As primeiras evideˆncias indicando
a existeˆncia de mate´ria escura comec¸aram a surgir em meados dos anos de 1930 com
os trabalhos de Fritz Zwicky [24], que ao analisar a dinaˆmica do aglomerado de Coma,
chegou a uma raza˜o de massa-luminosidade muito alta, ou seja, que a massa dinaˆmica
deste aglomerado e´ muito maior que a massa luminosa, indicando assim, que a maior
parte da mate´ria e´ escura.
Tanto na nossa como em outras gala´xias espirais pro´ximas, dever´ıamos esperar
que a velocidade de rotac¸a˜o observada crescesse proporcionalmente a` distaˆncia radial,
ate´ certo ponto, e enta˜o decrescesse por ter atingido o regime kepleriano. Na de´cada
de 1970, ao medir a curva de rotac¸a˜o da gala´xia de Androˆmeda, Rubin e Ford [25],
constataram que as curvas de rotac¸a˜o simplesmente se recusavam a decrescer, se mantendo
praticamente constante, desobedecendo a` previsa˜o de atingir o regime kepleriano. A
explicac¸a˜o mais via´vel para este fenoˆmeno inesperado, levou a` inclusa˜o de uma mate´ria
escura na˜o barioˆnica. Curvas de diversas outras gala´xias ja´ foram medidas e apresentam
o mesmo comportamento. A Figura 2.6, mostra a curva de rotac¸a˜o para quatro gala´xias
espirais [26], exemplificando o que foi discutido aqui.
Na literatura, existem duas classificac¸o˜es para a mate´ria escura, a mate´ria escura
fria CDM (cold dark matter) e a mate´ria escura quente HDM (hot dark matter). No
entanto, a mate´ria escura quente (ou relativ´ıstica) na˜o explica a formac¸a˜o hiera´rquica das
estruturas do universo. Observac¸o˜es mostram que as primeiras estrelas do universo se
formaram antes das gala´xias, as gala´xias antes dos aglomerados e assim por diante. Este
padra˜o e´ previsto supondo a mate´ria escura sendo fria (ou na˜o-relativ´ıstica), por isto,
acredita-se que a maior parte da mate´ria escura seja na˜o-relativ´ıstica.
A mate´ria escura e´ crucial para qualquer modelo cosmolo´gico moderno e sua exis-
teˆncia e´ bem consolidada devido ao acu´mulo gradual de evideˆncias. No entanto, a natureza
real desta mate´ria que parece permear o universo ainda e´ pouco conhecida.
O paraˆmetro de densidade Ωm, representa a contribuic¸a˜o da mate´ria escura e da
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Figura 2.6: Os perfis de velocidade de rotac¸a˜o de quatro gala´xias espirais. As curvas
preenchidas representam a velocidade total de rotac¸a˜o (VC); as curvas com quebras-longas
representam a contribuic¸a˜o da mate´ria escura a` velocidade total; as curvas com quebras-
curtas representam a contribuic¸a˜o da mate´ria luminosa; finalmente, os c´ırculos cheios
representam os dados observados. A unidade do eixo vertical e´ em km/s e a do eixo
horizontal e´ em kpc (extra´ıdo de [26]).
mate´ria barioˆnica. O valor deste paraˆmetro ja´ foi determinado de diversas maneiras em
diversas escalas de distaˆncia, como feito por Garcia-Bellido [27], onde obteve um valor
me´dio de Ωm = 0.25± 0.07, com 95% de confianc¸a estat´ıstica.
2.4.2 Energia escura
Observac¸o˜es de Supernovas de Tipo Ia (SNe Ia), realizadas por dois grupos in-
dependentes, o Supernova Cosmology Project (SCP) e o High-z Supernova Search Team
(HSST), indicam que o universo encontra-se em uma fase de expansa˜o acelerada9[28, 29].
Esse resultado e´ extremamente importante, por ser a primeira evideˆncia direta de que o
9Isso na˜o significa contudo que a expansa˜o do universo foi sempre acelerada, pelo contra´rio, observac¸o˜es
indicam que no passado remoto a expansa˜o era desacelerada.
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universo esta´ em expansa˜o acelerada, indo de encontro ao que se esperava na e´poca, uma
expansa˜o desacelerada, tendo em vista que a gravidade decorrente da mate´ria (escura e
barioˆnica) e´ atrativa e portanto ela desacelera a expansa˜o.
O grupo SCP estudou 42 SNe Ia com redshifts entre 0, 18 e 0, 83, juntamente
com um conjunto de 18 SNe Ia com redshifts menores que 0, 1 [29]. Usando o modelo
ΛCDM10 como modelo fiducial, os dados descartam com um n´ıvel de confianc¸a de 99%
o caso ΩΛ ≤ 0. Para uma cosmologia plana (Ω0k = 0) e com Ω0r = Ω0x = 0, de
forma que tenhamos Ω0Λ + Ω0m = 1, o melhor ajuste foi de Ω0m = 0, 28, e, portanto,
Ω0Λ = 0, 72. Aplicando esses resultados na Equac¸a˜o (2.58), encontramos um paraˆmetro
de desacelerac¸a˜o negativo, q0 = −0, 58, indicando que a expansa˜o do universo esta´ em
uma fase acelerada. Estes resultados esta˜o apresentados na Figura 2.7.
Ja´ o grupo HSST [28] estudou 16 SNe Ia com redshift entre 0, 16 e 0, 97, incluindo
duas do SCP, e 34 SNe Ia em baixos redshifts, chegando a conclusa˜o de que, para um
modelo ΛCDM independente de curvatura espacial, temos um ΩΛ > 0 com um n´ıvel de
99, 7% de confianc¸a estat´ıstica. O melhor ajuste para um modelo plano foi de Ω0m = 0, 28,
e, assim, Ω0Λ = 0, 72. Obtendo, portanto, um q0 < 0 com 95% de confianc¸a estat´ıstica,
indicando novamente uma expansa˜o acelerada. Estes resultados esta˜o apresentados na
Figura 2.8.
Portanto, de acordo com a ana´lise dos dados de SNe Ia, o universo encontra-se
atualmente em expansa˜o acelerada, sugerindo que ele na˜o e´ predominantemente composto
por mate´ria (barioˆnica e escura), pois se o fosse, o cara´ter atrativo da mate´ria provocaria
uma desacelerac¸a˜o da expansa˜o, e na˜o uma acelerac¸a˜o. Ale´m disto, resultados da ana´lise
da RCF e da Inflac¸a˜o, indicam fortemente que o universo e´ plano. Mas, se Ωtotal = 1 e
estimativas do paraˆmetro de densidade de mate´ria indicam um valor da ordem de Ω0m ≈
0, 3, que substaˆncia e´ essa, responsa´vel por aproximadamente 70% de todo o conteu´do de
mate´ria-energia do universo, dominando assim a sua dinaˆmica, sendo enta˜o a responsa´vel
pelo atual esta´gio de expansa˜o acelerada?
Essa e´ uma importante questa˜o a qual na˜o temos ainda uma resposta. Na verdade,
existem algumas respostas poss´ıveis, mas as observac¸o˜es atuais ainda na˜o permitem definir
qual delas e´ a mais adequada [30]. A alternativa mais conservadora e´ manter a TRG, mas
admitir a existeˆncia de um fluido exo´tico com pressa˜o negativa chamado de energia escura,
10Apresentado na sec¸a˜o 2.5.1
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Figura 2.7: Evideˆncia da acelerac¸a˜o do universo obtida com 42 SNe Ia em altos redshifts
observadas pelo SCP e 18 SNe Ia em baixos redshifts do Ca´lan-Tololo Supernovae Survey,
plotado em uma escala linear de redshift para exibir detalhes em altos redshifts (extra´ıda
de [29]).
sendo a constante cosmolo´gica (ou energia do va´cuo) a candidata mais simples.
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Figura 2.8: Evideˆncia da acelerac¸a˜o do universo obtida com 16 SNe Ia em altos redshifts,
incluindo duas SNe Ia do SCP, e 34 em baixos redshifts observadas pelo grupo HSST.
A figura superior do lado esquerdo, mostra o diagrama de Hubble, a inferior do lado
esquerdo, mostra a magnitude residual de um modelo com Ωm = 0, 2 e ΩΛ = 0, e a figura
do lado direito, mostra o plano Ωm − ΩΛ, onde e´ ilustrado alguns cena´rios cosmolo´gicos
(extra´ıda de [28]).
2.5 Modelos cosmolo´gicos
2.5.1 Modelo ΛCDM
O modelo ΛCDM (Lambda Cold Dark Matter), tambe´m conhecido como modelo
de Concordaˆncia Co´smica, e´ considerado o atual modelo padra˜o da Cosmologia, por ser
o modelo mais simples e elegante que melhor se ajusta a`s observac¸o˜es e aos dados expe-
rimentais.
Este modelo cosmolo´gico considera o universo dominado por energia escura (na
forma de constante cosmolo´gica Λ) e mate´ria escura fria CDM, com uma contribuic¸a˜o de
apenas, aproximadamente, 4% de mate´ria barioˆnica. Ale´m disso, considera a energia es-
cura o mecanismo causador da expansa˜o acelerada do universo, muitas vezes interpretada
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como energia do va´cuo, com densidade dada por:
ρΛ =
Λ
8piG
, (2.55)
considerada um fluido perfeito de pressa˜o negativa, com a seguinte equac¸a˜o de estado,
pΛ = −1ρΛ = − Λ
8piG
. (2.56)
O modelo ΛCDM, assim como sugerem as observac¸o˜es, considera o universo com
curvatura espacial nula (k = 0,Ωk = 0) e considera desprez´ıvel, frente a` densidade de
mate´ria e constante cosmolo´gica, a densidade de energia da radiac¸a˜o11 (Ωr = 0) e qualquer
outro componente desconhecido (Ωx = 0). Neste caso, teremos Ωtotal = Ωm + ΩΛ = 1, e a
Equac¸a˜o (2.35) e a Equac¸a˜o (2.21), tornam-se:
E(p; z) =
√
Ω0m(1 + z)3 + Ω0Λ (2.57)
e
q0 =
Ω0m
2
− Ω0Λ. (2.58)
Algumas propriedades do modelo podem ser relaxadas. Nesta dissertac¸a˜o, traba-
lhamos com o modelo ΛCDM Curvo, no qual, e´ relaxada a curvatura espacial, ou seja,
e´ assumida a possibilidade da mesma ser diferente de zero. Da´ı, temos Ωk = 1− Ωtotal =
1− Ωm − ΩΛ e a Equac¸a˜o (2.35) e a Equac¸a˜o (2.21) tonam-se:
E(p; z) =
√
Ω0m(1 + z)3 + Ω0Λ + Ω0k(1 + z)2 (2.59)
e
q0 =
Ω0m
2
+ Ω0k − Ω0Λ. (2.60)
Enta˜o, usando a Equac¸a˜o (2.59) na Equac¸a˜o (2.50), obtemos a distaˆncia de diaˆmetro
angular dA, para o modelo ΛCDM Curvo, dada por:
dA =
h−1
√−k√
Ω0k(1 + z)
Sk
[√
Ω0k√−k
∫ z
0
dz′√
Ω0m(1 + z′)3 + Ω0Λ + Ω0k(1 + z′)2
]
Mpc, (2.61)
onde foi adotado H0 = h ·100kms−1Mpc−1, e lembrando que, c = a0 = 1 e Sk[y] = sen(y),
senh(y), y para k = 1, k = −1 e k = 0, respectivamente.
Apesar de fornecer um bom ajuste com os principais dados observacionais, o mo-
delo ΛCDM tem suas limitac¸o˜es e inconsisteˆncias. A principal delas e´ o chamado problema
da constante cosmolo´gica. Por esta raza˜o, diversos outros modelos cosmolo´gicos sa˜o pro-
postos, assim como, o apresentado na sec¸a˜o seguinte.
11Exceto, claro, na era da radiac¸a˜o.
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2.5.2 Modelo XCDM
Neste modelo, temos como componente predominante uma componente desconhe-
cida chamada de mate´ria-X, e a mate´ria escura fria. O modelo XCDM, assim como todos
com mate´ria-X, e´ uma extensa˜o do modelo padra˜o ΛCDM, onde o paraˆmetro da equac¸a˜o
de estado da energia escura pode assumir valores diferentes de w = −1.
Neste cena´rio cosmolo´gico, a mate´ria-X e´ a responsa´vel pela expansa˜o acelerada do
universo, fazendo assim o papel da energia escura no modelo ΛCDM. Logo, possui uma
pressa˜o negativa e uma equac¸a˜o de estado, dada por:
px = wxρx, (2.62)
com wx constante e podendo assumir qualquer valor entre o intervalo −1 ≤ wx < 0. Casos
alternativos, em que w < −1, a componente desconhecida e´ chamada de energia fantasma
[31].
Portanto, considerando o modelo XCDM, onde o universo e´ preenchido essencial-
mente por mate´ria-X, mate´ria escura fria e uma pequena contribuic¸a˜o da mate´ria barioˆ-
nica, com curvatura espacial plana (k = 0, Ωk = 0), temos que Ωtotal = Ωm + Ωx = 1, logo
a Equac¸a˜o (2.35) torna-se:
E(p; z) =
√
Ω0m(1 + z)3 + Ω0x(1 + z)3(1+wx), onde Ω0x = 1− Ω0m. (2.63)
Assim, substituindo a expressa˜o anterior na Equac¸a˜o (2.50), obtemos a seguinte expressa˜o
para a distaˆncia de diaˆmetro angular,
dA =
h−1
(1 + z)
∫ z
0
dz′√
Ω0m(1 + z)3 + (1− Ω0m)(1 + z)3(1+wx)
Mpc, (2.64)
onde foi adotado H0 = h · 100kms−1Mpc−1 e c = a0 = 1.
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Cap´ıtulo 3
Testes Observacionais
3.1 Efeito Sunyaev-Zel’Dovich
A Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo1 (RCF), embora considerada isotro´pica, apresenta
pequenas e importantes anisotropias da ordem de 10−5. Digo importante porque, entre
outras coisas, nos fornece informac¸o˜es sobre a estrutura do universo na Era da Recombi-
nac¸a˜o2. Tais anisotropias podem ser entendidas como deformac¸o˜es no espectro de corpo
negro da RCF.
Observac¸o˜es em raios-X indicam que no meio intra-aglomerado de gala´xia (MIA)
existe uma quantidade significativa de ga´s quente e difuso, com temperatura da ordem de
108K. Quando fo´tons da RCF interagem com os ele´trons energe´ticos, existentes neste ga´s,
pode ocorrer o espalhamento Compton Inverso. A deformac¸a˜o no espectro de corpo negro
da RCF, causada principalmente por este espalhamento quando observado em aglomerado
de gala´xias, e´ conhecido como Efeito Sunyaev-Zel’Dovich (ESZ) [32, 33, 34, 35].
Uma caracter´ıstica interessante do ESZ e´ o fato da intensidade de seu sinal ser
praticamente independente do redshift em que e´ observado, tornando-o uma importante
ferramenta para a investigac¸a˜o da estrutura de grande escala do universo, sendo mais
usado atualmente, para impor limites sobre paraˆmetros cosmolo´gicos. E´ comum considerar
dois tipos de ESZ, o ESZ te´rmico e o cine´tico. O primeiro, e de maior proporc¸a˜o, e´ devido
a` agitac¸a˜o te´rmica do ga´s de ele´trons no MIA (suposto em repouso em relac¸a˜o a RCF),
1Apresentada na Sec¸a˜o 2.3. Para uma leitura detalhada, ver cap´ıtulo 2 da refereˆncia [11]
2Era na qual os ele´trons e pro´tons puderam se unir formando estruturas eletricamente neutras, e que
por este motivo interage muito fracamente com a radiac¸a˜o. Em consequeˆncia esta fase marca o limite
quando a radiac¸a˜o se desacoplou da mate´ria e, finalmente, poˆde se propagar livremente pelo espac¸o [8].
e o segundo, devido a` velocidade peculiar do aglomerado (e dos ele´trons) com relac¸a˜o a`
RCF.
3.1.1 Efeito Sunyaev-Zel’Dovich te´rmico
O espalhamento Compton ocorre quando fo´tons de alta energia interagem com ele´-
trons e parte da energia destes fo´tons e´ transferida aos ele´trons, sendo a restante espalhada
na forma de outros fo´tons menos energe´ticos. No entanto, os ele´trons que compo˜em o ga´s
no MIA sa˜o muito mais energe´ticos que os fo´tons da RCF, ou seja, kBTe  KBTRCF .
Assim, ao interagir com estes ele´trons, os fo´tons da RCF ganham energia ao inve´s de
cederem, se tornando mais energe´ticos. Este processo de interac¸a˜o e´ conhecido como
espalhamento Compton inverso (ver Figura 3.1).
Figura 3.1: Esquema do efeito Sunyaev-Zel’dovich te´rmico. No ga´s do meio intra-
aglomerado de gala´xia (MIA), os ele´trons cedem energia aos fo´tons da RCF atrave´s do
espalhamento Compton inverso (adaptado de [36]).
Ao se tornarem mais energe´ticos, apo´s interagir com os ele´trons do MIA, os fo´tons
da RCF sa˜o deslocados da regia˜o de Rayleigh-Geans (baixas frequeˆncias) para a regia˜o
de Wien (altas frequeˆncias) do espectro, visto que, a energia e´ proporcional a` frequeˆncia
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(E = hν). Esta migrac¸a˜o causa uma perturbac¸a˜o no espectro planckiano da RCF, este
tipo de perturbac¸a˜o, causada por uma distribuic¸a˜o te´rmica de ele´trons de alta energia do
MIA e´ denominado de ESZ te´rmico.
E´ importante salientar que o nu´mero de fo´tons e´ conservado, sendo o efeito final
apenas a mudanc¸a na energia e na˜o no nu´mero de part´ıculas. Ale´m disto, somente 1%
dos fo´tons da RCF sofrem este tipo de espalhamento [37].
Para estudar as perturbac¸o˜es produzidas num campo de radiac¸a˜o isotro´pico causa-
das pelo espalhamento Compton inverso, assim como as que ocorrem com a RCF, fazemos
uso da equac¸a˜o de Kompaneets (1957),
∂n
∂y
=
1
x2e
∂
∂xe
[
x4e
(
∂n
∂xe
+ n2 + n
)]
. (3.1)
Esta equac¸a˜o descreve no limite na˜o-relativ´ıstico a mudanc¸a no nu´mero de ocupac¸a˜o (n)
no processo de difusa˜o de fo´tons em um ga´s de ele´trons. Onde, xe e´ um paraˆmetro adimen-
sional definido como xe = hν/kBTe e y e´ conhecido como paraˆmetro de Comptonizac¸a˜o,
que por sua vez esta´ relacionado ao ganho total de energia pelos fo´tons. Para um campo
de radiac¸a˜o atravessando um ga´s de ele´trons, e´ usual expressar y como,
y =
σT
mec2
∫
ne(l)kBTe(l)dl, (3.2)
sendo a integral realizada ao longo da linha de visada, σT a sec¸a˜o de choque Thomson, ne
a densidade nume´rica de ele´trons e Te a temperatura do ga´s de ele´trons.
Nosso interesse e´ estudar as distorc¸o˜es no espectro da RCF causada pela interac¸a˜o
dos fo´tons desta radiac¸a˜o com os ele´trons do MIA. Como citado anteriormente, estes
ele´trons possuem altas temperaturas enquanto que a energia dos fo´tons da RCF e´ baixa.
Da´ı, e´ conveniente considerarmos que, xe  1, visto que, hν  kBTe, logo temos, ∂n∂xe 
n2 , n. Com isto, a Equac¸a˜o (3.1) torna-se:
∂n
∂y
=
1
x2e
∂
∂xe
[
x4e
(
∂n
∂xe
)]
. (3.3)
A homogeneidade do lado direito desta equac¸a˜o nos permite substituir xe por x [38],
onde x, definido como x = hν/kBTRCF , e´ um paraˆmetro adimensional independente do
redshift3. Ale´m disto, fazendo a derivada do produto, encontramos:
∂n
∂y
=
1
x2
[
4x3
(
∂n
∂x
)
+ x4
(
∂2n
∂x2
)]
. (3.4)
3Visto que, ν = ν0(1 + z) e TRCF = T0 RCF (1 + z), logo x = hν0/kBT0 RCF .
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Por outro lado, sabemos que o nu´mero de ocupac¸a˜o de estados de energia n, para
um ga´s de fo´tons e´ dado pela est´ıstica de Bose-Einstein,
n =
1
ehν/kBTRCF − 1 =
1
ex − 1 , (3.5)
e que a intensidade espec´ıfica da radiac¸a˜o (Iν) segue uma distribuic¸a˜o planckiana quando
os fo´tons esta˜o em equil´ıbrio termodinaˆmico, dada pela seguinte expressa˜o [38]:
Iν =
2hν3
c2
(
1
ex − 1
)
=
2hν3
c2
n. (3.6)
Calculando a primeira e a segunda derivada da Equac¸a˜o (3.5), e em seguida subs-
tituindo ambas na Equac¸a˜o (3.4), podemos obter
∂n
∂y
=
xex
(ex − 1)2
[
x
(
ex + 1
ex − 1
)
− 4
]
∂n
∂y
=
xex
(ex − 1)2 (xcoth(x/2)− 4) . (3.7)
Para uma nuvem de ele´trons opticamente fina e a uma baixa temperatura, de modo
que o paraˆmetro de comptonizac¸a˜o y seja pequeno, a aproximac¸a˜o ∂n
∂y
≈ ∆n
y
pode ser usada
para se obter uma formula simples para a mudanc¸a espectral causado pelo espalhamento,
∆n
y
=
xex
(ex − 1)2 (xcoth(x/2)− 4) , (3.8)
ou ainda, lembrando que n = (ex + 1)−1,
∆n
n
=
yxex
(ex − 1) (xcoth(x/2)− 4) . (3.9)
Da Equac¸a˜o (3.6), podemos deduzir que a variac¸a˜o da intensidade da radiac¸a˜o
observada, devido o ESZ, em termos da variac¸a˜o do nu´mero de ocupac¸a˜o, e´ dada por
∆IESZ = (2hν
3/c2)∆n, logo ∆IESZ/IRCF = ∆n/n, assim sendo, a expressa˜o anterior
pode ser escrita como,
∆IESZ
IRCF
=
yxex
(ex − 1) (xcoth(x/2)− 4) . (3.10)
Ale´m disto, a intensidade e a temperatura esta˜o relacionadas por uma derivada de
forma que e´ poss´ıvel obter
∆TESZ
TRCF
= y (xcoth(x/2)− 4) , (3.11)
ou ainda,
∆TESZ = TRCFf(x)y = TRCFf(x)
σT
mec2
∫
ne(l)kBTe(l)dl, (3.12)
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onde,
f(x) = (xcoth(x/2)− 4) . (3.13)
Nos limites de Raleigh-Jeans (ν → 0), ou seja, x  1, temos da Equac¸a˜o (3.11) que
∆TESZ/TRCF = −2y. Isto implica que houve uma diminuic¸a˜o na temperatura de brilho
dos fo´tons da RCF apo´s o espalhamento com os ele´trons energe´ticos do MIA, quando
observado em baixas frequeˆncias. Por outro lado, quando observado em altas frequeˆncias,
regia˜o de Wien do espectro, temos da mesma equac¸a˜o que ∆TESZ/TRCF > 0, implicando
assim, em um aumento na temperatura de brilho dos fo´tons da RCF apo´s o espalhamento.
Como ha´ conservac¸a˜o do nu´mero de fo´tons no espalhamento Compton inverso, conclu´ı-
mos que o resfriamento na regia˜o de baixas frequeˆncias e o aquecimento na regia˜o de
altas frequeˆncias e´ devido a transfereˆncias dos fo´tons da regia˜o de baixas para a de altas
frequeˆncias do espectro de corpo negro da RCF, devido o ganho de energia apo´s o espa-
lhamento Compton inverso. Esta transfereˆncia de fo´tons causa uma distorc¸a˜o no espectro
da RCF, que por sua vez, passa a ser chamado de espectro de corpo negro modificado.
Existe uma frequeˆncia de transic¸a˜o no qual este efeito (ESZ te´rmico) e´ nulo, ou
seja, ∆TESZ = 0. Obtemos o valor desta frequeˆncia igualando a zero a Equac¸a˜o (3.11),
na qual, resulta em x = 4, e como x = hν/kBTRCF , temos ν = 217GHz. Logo, para
ν < 217GHz temos ∆TESZ < 0 e para ν > 217GHz temos ∆TESZ > 0.
As discusso˜es apresentadas nos dois u´ltimos para´grafos com base na temperatura
de brilho da radiac¸a˜o, Equac¸a˜o (3.11), podem ser apresentadas com base na intensidade
da radiac¸a˜o, Equac¸a˜o (3.10). No limite de baixas frequeˆncias (ν < 217GHz), observa-se
uma diminuic¸a˜o na intensidade ∆IESZ < 0, e no limite de altas frequeˆncias ν > 217GHz,
observa-se um aumento na intensidade da radiac¸a˜o ∆IESZ > 0, assim como mostra a
Figura 3.2.
E´ importante ressaltar que as expresso˜es apresentadas aqui, sa˜o apropriadas para
uma distribuic¸a˜o te´rmica na˜o relativ´ıstica de ele´trons. Para obter expresso˜es mais gerais,
ter´ıamos que usar correc¸o˜es relativ´ısticas. Um tratamento do ESZ relativ´ıstico pode ser
encontrado em [39, 40, 13].
Quando levado em conta as correc¸o˜es relativ´ısticas, a expressa˜o para a distorc¸a˜o
espectral da RCF, expressa como uma mudanc¸a na temperatura, Equac¸a˜o (3.12), torna-se
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Figura 3.2: O ESZ causa uma diminuic¸a˜o na intensidade da RCF a frequeˆncias menores
que 217GHz e um aumento em frequeˆncias mais altas. O espectro da RCF sem distorc¸o˜es
e´ representado pela linha tracejada e o distorcido pelo ESZ e´ representado pela linha
cont´ınua. A distorc¸a˜o apresentada e´ para um aglomerado fict´ıcio 1000 vezes mais macic¸o
do que um aglomerado de gala´xia t´ıpico (extra´ıdo de [41]).
[41]:
∆TESZ = TRCFΨ(x, Te)y = TRCFΨ(x, Te)
σT
mec2
∫
ne(l)kBTe(l)dl, (3.14)
onde Ψ(x, Te) e´ a func¸a˜o que leva em conta a dependeˆncia com a frequeˆncia x = hν/kBTRCF
e as correc¸o˜es relativ´ısticas δESZ , tal que:
Ψ(x, Te) = f(x)(1 + δESZ(x, Te)) = (xcoth(x/2)− 4) (1 + δESZ(x, Te)). (3.15)
3.1.2 Efeito Sunyaev-Zel’Dovich cine´tico
Ale´m do ESZ te´rmico, existe o chamado ESZ cine´tico, que assim como o te´rmico
causa uma distorc¸a˜o no espectro observado da RCF, quando o aglomerado de gala´xia
possui uma velocidade peculiar com relac¸a˜o a` RCF. Esta distorc¸a˜o e´ gerada pelo efeito
Doppler que aparece do movimento relativo entre o aglomerado e o observador.
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Embora Sunyaev e Zel‘Dovich [35] tenha citado que a diminuic¸a˜o da temperatura
de radiac¸a˜o no efeito ESZ cine´tico e´
∆TESZ
TRCF
≈ −τe
(vz
c
)
, (3.16)
onde vz e´ a velocidade peculiar do aglomerado ao longo da linha de visada e τe e´ a
profundidade o´ptica do MIA, a deduc¸a˜o completa foi publicada apenas em 1995 por
Phillips [42]. Uma derivac¸a˜o similar e´ encontrada na refereˆncia [38] onde, ao inve´s de
utilizar a equac¸a˜o de Boltzmann para calcular a intensidade da radiac¸a˜o, como fez Phillips,
fez-se uso da equac¸a˜o de transfereˆncia radiativa e algumas convenc¸o˜es diferentes. Deste
modo, as expresso˜es para as mudanc¸as na intensidade e temperatura de brilho sa˜o:
∆IESZ
IRCF
= −vz
c
τe
x4ex
(ex − 1)2 (3.17)
∆TESZ
TRCF
= −vz
c
τe
x2ex
(ex − 1)2 , (3.18)
onde o sinal negativo no lado direito das equac¸o˜es depende do sentido da velocidade,
para vz > 0 (velocidade de recessa˜o) temos um sinal negativo e vice-versa. As equac¸o˜es
anteriores mostram que este efeito produz uma simples mudanc¸a na temperatura de brilho
ou na intensidade da radiac¸a˜o, proporcional a vz, como indicado por Sunyaev e Zeldovich
(Equac¸a˜o (3.16)).
As distorc¸o˜es produzidas pelo ESZ cine´tico sa˜o muito menores que as produzidas
pelo efeito te´rmico, em consequeˆncia sa˜o mais dif´ıceis de serem medidas. Entretanto, os
efeitos podem ser separados usando seus diferentes espectros, pois e´ poss´ıvel mostrar que
o efeito cine´tico produz a sua ma´xima alterac¸a˜o na intensidade na frequeˆncia em que o
efeito te´rmico e´ igual a zero [38]. Tais observac¸o˜es esta˜o evidentes na Figura 3.3.
Uma vez calculada a profundidade o´ptica do aglomerado e medidas as distorc¸o˜es no
espectro, podemos, a partir do ESZ cine´tico, estimar a velocidade peculiar (vz) ao longo
da linha de visada deste aglomerado, mesmo estando a grande distaˆncia, sendo portanto,
um me´todo de medic¸a˜o de velocidade bastante interessante. Um exemplo desta te´cnica e´
apresentado na refereˆncia [43].
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Figura 3.3: Comparac¸a˜o entre o ESZ te´rmico (linha cont´ınua) e o ESZ cine´tico (linha
tracejada). A linha pontilhada representa o espectro de corpo negro da RCF multiplicada
por um fator de 0, 0005. Note que o efeito cine´tico e´ ma´ximo na frequeˆncia onde o te´rmico
e´ nulo (extra´ıdo de [41]).
3.1.3 Estimativa da distaˆncia de diaˆmetro angular a partir do
ESZ/raio-X
Nesta sec¸a˜o, apresentaremos um me´todo que permite estimar a distaˆncia de diaˆ-
metro angular (DDA) atrave´s de uma te´cnica que combina o brilho superficial de raios-X
e observac¸o˜es do ESZ (ESZ/raios-X). Este me´todo e´ baseado nas diferentes dependeˆncias
destes efeitos com relac¸a˜o a` densidade eletroˆnica do aglomerado (ne), ou seja, Sx ∝
∫
n2edl
e ∆TESZ ∝
∫
nedl. Uma vez inferido a DDA, podemos restringir paraˆmetros cosmolo´gicos,
como por exemplo, a constante de Hubble H0.
O brilho superficial de raios-X, Sx, e´ uma imagem em raios-X do aglomerado
projetada no plano do ce´u, definida como:
Sx =
1
4pi(1 + z)4
∫
n2eΛe(E, Te)dl, (3.19)
onde z e´ o redshift do aglomerado, Λe(E, Te) e´ a func¸a˜o de resfriamento em raios-X do
MIA, que depende da energia emitida em raios-X (E) e da temperatura do ga´s (Te), ne,
como ja´ definimos, representa a densidade nume´rica de ele´trons no ga´s.
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Uma modelo conveniente e simples para descrever a distribuic¸a˜o de temperatura e
de densidade no ga´s de ele´trons no MIA e´ o modelo β esfe´rico e isote´rmico, proposto
em 1976 por Cavaliere e Fusco-Fremiano [44]. Este modelo assume que a temperatura
dos ele´trons e´ constante e que a densidade nume´rica de ele´trons segue uma distribuic¸a˜o
esfe´rica,
ne(r) = ne0fn = ne0
(
1 +
r2
r2c
)− 3
2
β
, (3.20)
no qual, ne0 e´ a densidade nume´rica no centro do aglomerado, rc e´ o raio do caroc¸o central
e β e´ a raza˜o entre a dispersa˜o de velocidade das gala´xias e a dispersa˜o de velocidade do
ga´s no aglomerado, dado por β = µmpσ
2/kBTe, onde µ e´ o peso molecular me´dio, mp e´ a
massa do pro´ton e σ e´ a dispersa˜o de velocidade das gala´xias.
Assim como a densidade nume´rica ne(r), a temperatura e a func¸a˜o de resfriamento
sa˜o expressas em termos dos seus valores centrais, Te0 e Λe0, e multiplicados por fatores
adimensionais que descrevem a distribuic¸a˜o dessas quantidades no aglomerado, Te(r) =
Te0fT e Λe(E, Te) = Λe0fΛ. No entanto, quando adotado o modelo β esfe´rico e isote´rmico,
a temperatura e´ considerada constante em todo o aglomerado, logo Te(r) = Te0, o que
implica em Λe(Te0) ≡ Λe0, ou seja, fT = fΛ = 1.
Da´ı, usando o fato que Λe(E, Te) = Λe0 e substituindo a Equac¸a˜o (3.20) na Equac¸a˜o
(3.19), obtemos:
Sx =
Λe0n
2
e0
4pi(1 + z)4
∫ (
1 +
r2
r2c
)−3β
dl. (3.21)
Nesta func¸a˜o r2 = x2 + y2 + z2, adotando a coordenada z ao longo da linha de visada e
considerando uma raio R projetado no plano do aglomerado dado por R2 = x2 + y2, a
equac¸a˜o anterior torna-se:
Sx =
Λe0n
2
e0
4pi(1 + z)4
∫ +∞
−∞
(
1 +
R2
r2c
+
z2
r2c
)−3β
dz. (3.22)
Depois de alguns ca´lculos e mudanc¸as de coordenadas e´ poss´ıvel mostrar que4 [13],
Sx = Sx0
(
1 +
θ2
θ2c
)(1−6β)/2
, (3.23)
onde,
Sx0 =
1
4
√
pi(1 + z)4
Λe0n
2
e0rc
Γ(3β − 1
2
)
Γ(3β)
, (3.24)
4Detalhes dessa demonstrac¸a˜o e´ apresentado na Sec¸a˜o 4.2 da referencia [13].
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θ = R/dA e θc = rc/dA, sendo θ um aˆngulo de refereˆncia medido a partir da linha de
visada que passa pelo centro do aglomerado e Γ a func¸a˜o Gama.
Por outro lado, como discutido na Sec¸a˜o 3.1.1, o ESZ, assim como o brilho super-
ficial de raios-X, Sx, pode ser expresso como uma integral ao longo da linha de visada do
aglomerado,
∆TESZ = TRCFΨ(x, Te)
σT
mec2
∫
ne(l)kBTe(l)dl, (3.25)
com Ψ(x, Te) dado pela Equac¸a˜o (3.15). Assim, seguindo procedimento semelhante, lem-
brando que Te(r) = Te0, podemos mostrar que,
∆TESZ = ∆TESZ0
(
1 +
θ2
θ2c
)(1−3β)/2
, (3.26)
onde,
∆TESZ0 = TRCFΨ(x, Te0)ne0rc
√
piσT
kBTe0
mec2
Γ(3
2
β − 1
2
)
Γ(3
2
β)
. (3.27)
Por fim, dividindo o quadrado da Equac¸a˜o (3.27) pela Equac¸a˜o (3.24), (∆TESZ0)
2
Sx0
,
eliminamos o termo ne0 e obtemos, isolando rc, o raio do caroc¸o central do aglomerado,
de onde, sabendo que dA = rc/θc, podemos encontrar a seguinte relac¸a˜o para distaˆncia de
diaˆmetro angular,
dA =
(∆TESZ0)
2
θcSx0(1 + z)4
(
mec
2
kBTe0
)2
Λe0
4pi3/2Ψ2(x, Te0)T 2RCFσ
2
T
×
(
Γ(3
2
β)
Γ(3
2
β − 1
2
)
)2
Γ(3β − 1
2
)
Γ(3β)
. (3.28)
Este e´ um me´todo direto para medir a DDA de aglomerado de gala´xias, ale´m disto,
pode ser aplicado a grandes distaˆncias cosmolo´gicas sem qualquer cadeia interveniente de
estimadores de distaˆncias (como a habitual escala de distaˆncia) [38].
No entanto, quando o aglomerado de gala´xia possui assimetria, o me´todo descrito
anteriormente para medir DDA na˜o e´ apropriado pois propomos de ante ma˜o uma geome-
tria esfe´rica. Se o raio do nu´cleo da distribuic¸a˜o do ga´s com a linha de visada (coordenada
z) e´ maior por um fator Z que os raios centrais das outras duas coordenadas (coordenadas
x e y), a func¸a˜o de distribuic¸a˜o do ga´s deve ser modificada para [45]
fn =
(
1 +
R2 + (z2/Z2)
rc
)− 3
2
β
, (3.29)
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em consequeˆncia, os termos Sx0 e ∆TESZ0 sa˜o aumentados por um fator Z. O resultado
e´ que a distribuic¸a˜o de ga´s alongada, com o eixo de simetria ao longo da linha de visada,
tende a dar um brilho superficial central mais elevado que as outras distribuic¸o˜es de ga´s,
em que a mesma massa de ga´s e´ distribu´ıda esfericamente ou com o eixo de simetria
perpendicular a` linha de visada. Em consequeˆncia, os aglomerados alongados ao longo
da linha de visada fornecem estimativas tendenciosas de distaˆncia, uma vez que para
obtermos dA fazemos
(∆TESZ0)
2
Sx0
, assim, a verdadeira distaˆncia de diaˆmetro angular e´ [45]
dA(verdadeiro) = dA(estimado)
1
Z
, (3.30)
isto se a distaˆncia e´ estimada utilizando a Equac¸a˜o (3.28), ou seja, sem levarmos em
conta que o aglomerado e´ alongado na linha de visada. Ale´m disto, como H0 ∝ 1/dA, a
constante de Hubble sera´ subestimado por este mesmo fator, Z.
3.1.4 Teste estat´ıstico de χ2 com dados de DDA
Uma vez medida a distaˆncia de diaˆmetro angular, podemos impor restric¸o˜es em
va´rios paraˆmetros cosmolo´gicos, atrave´s de um teste estat´ıstico de χ2, como o expresso
pela seguinte expressa˜o:
χ2dA =
N∑
i=1
(
dA(p; zi)− dAobs,i
σdAobs,i
)2
, (3.31)
onde dA(p; zi) e´ a distaˆncia de diaˆmetro angular teo´rica, que por sua vez depende do
modelo cosmolo´gico adotado; dAobs,i e´ a distaˆncia de diaˆmetro angular observacional e
σdAobs,i e´ o erro associado a medida de dAobs,i.
A Figura 3.4 mostra o plano h - Ω0m gerado a partir do χ
2
dA
, utilizando uma
amostra de 25 distaˆncias de diaˆmetros angulares de aglomerados de gala´xias obtidas por
De Filippis et al. [46] a partir do ESZ e observac¸o˜es de raios-X (te´cnica ESZ/raio-X),
supondo um modelo β-el´ıptico para descrever o aglomerado.
A Figura 3.4 nos mostra que ha´ uma degeneresceˆncia com relac¸a˜o ao paraˆmetro
Ω0m, podendo o mesmo assumir qualquer valor dentro da faixa indicada, no entanto,
com relac¸a˜o ou paraˆmetro h, o teste se mostra bastante u´til, pois restringe de forma
significativa o seu valor, com o melhor ajuste em h = 0, 745.
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Figura 3.4: Plano h - Ω0m gerado a partir do teste de χ
2
dA
em um Modelo ΛCDM Plano.
A parte em cinza claro e escuro correspondem, respectivamente, a regia˜o de 1σ e 2σ de
confianc¸a estat´ıstica.
3.2 Oscilac¸o˜es Acu´sticas dos Ba´rions
Como ja´ dito anteriormente, o universo primordial foi muito quente e denso. Houve
um per´ıodo em que a taxa de espalhamento era ta˜o alta que o livre caminho me´dio dos
fo´tons espalhados era menor que o raio de Hubble, aprisionando os fo´tons e deixando o
universo opaco. Isto implica que os fo´tons estavam acoplados com os ba´rions, portanto,
deveriam estar em equil´ıbrio te´rmico, formando um u´nico fluido (fo´ton-ba´rion) de plasma
ionizado com densidade uniforme, exceto pelas perturbac¸o˜es geradas por flutuac¸o˜es do
potencial gravitacional da mate´ria escura, flutuac¸o˜es estas que produzem gradientes de
pressa˜o capazes de gerar ondas acu´sticas neste fluido.
Com a expansa˜o do universo, a densidade e temperatura deste fluido diminuem,
permitindo que os nu´cleos atoˆmicos de Hidrogeˆnio e He´lio passem a se combinar com os
ele´trons formando os a´tomos. Este per´ıodo, no qual o universo passa a ser eletricamente
neutro, e´ denominado de recombinac¸a˜o. A partir deste per´ıodo, a taxa de espalhamento e´
drasticamente reduzida, aumentando, portanto, o livre caminho me´dio dos fo´tons, dando
inicio a era do desacoplamento, na qual os fo´tons desacoplam da mate´ria barioˆnica, pas-
sando a se propagar livremente. Com isso, o fluido deixa de existir e a pressa˜o dos fo´tons
sobre os ba´rions tambe´m, assim, a onda acu´stica de ba´rions e´ congelada.
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No entanto, e´ de se esperar que o horizonte acu´stico5 dessa onda, rs ≈ 150Mpc,
fique impresso na distribuic¸a˜o de ba´rions como um excesso de densidade, como ilustra
a Figura 3.5, e que possa ser observa´vel a partir da distribuic¸a˜o dos diversos objetos
astronoˆmicos ou atrave´s da observac¸a˜o da RCF, pois, se seus fo´tons apresentarem aniso-
tropias prima´rias de temperatura, e´ porque o fluido do qual eles faziam parte apresentava
flutuac¸o˜es de densidade.
Figura 3.5: Concepc¸a˜o art´ıstica produzido pelo projeto BOSS mostrando as esferas de
ba´rions em torno dos aglomerados iniciais de mate´ria escura. As gala´xias possuem uma
ligeira tendeˆncia a se alinhar ao longo das bordas das esferas. Cre´dito: Zosia Rostomian,
Lawrence Berkeley National Laboratory.
Da´ı, com uma amostra de 46.748 gala´xias vermelhas luminosas, com redshift en-
tre 0, 16 e 0, 47, varrendo 3.816 estereorradianos no ce´u, o Sloan Digital Sky Survey
(SDSS)[47], construiu uma func¸a˜o de correlac¸a˜o de larga escala que mostra um pico bem
detectado numa separac¸a˜o de 100h−1Mpc, como mostra a Figura 3.6. Isto implica que,
dada uma gala´xia formada em um pico de densidade, existe uma probabilidade maior de
encontrarmos outra gala´xia a uma distaˆncia de 100h−1Mpc, que por sua vez, e´ aproxi-
madamente igual ao horizonte acu´stico na e´poca da recombinac¸a˜o (rs ≈ 150Mpc). Ale´m
disso, por estar impressa na distribuic¸a˜o de ba´rions, esta escala preferida pode ser uti-
lizada como uma re´gua padra˜o. Quando analisado atrave´s do espectro de poteˆncias da
mate´ria barioˆnica, esta separac¸a˜o manifesta-se como oscilac¸o˜es, chamadas de Oscilac¸o˜es
Acu´sticas dos Ba´rions (BAOs - do ingleˆs Baryon Acoustic Oscillations).
5Distaˆncia percorrida por essa onda acu´stica do in´ıcio da perturbac¸a˜o ate´ o desacoplamento.
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Figura 3.6: O pico acu´stico barioˆnico na func¸a˜o de correlac¸a˜o. (extra´ıdo de [47]).
A Figura 3.7 ilustra bem o que discutimos ate´ aqui, ela mostra como e´ impresso o
horizonte acu´stico na distribuic¸a˜o da mate´ria barioˆnica e escura. Os dois gra´ficos superio-
res representam per´ıodos pre´-desacoplamento, onde os fo´tons e ba´rions (ga´s) se propagam
como um u´nico fluido por estarem acoplados. Em seguida, no per´ıodo da recombinac¸a˜o, os
fo´tons comec¸am a desacoplar dos ba´rions, quando desacoplados completamente, os fo´tons
comec¸am a se propagar livremente deixando uma perturbac¸a˜o no perfil de densidade dos
ba´rions com um pico pro´ximo a 150Mpc. Os dois gra´ficos inferiores, representam per´ıodos
po´s-desacoplamento. Como a mate´ria escura e os ba´rions interagem gravitacionalmente, o
perfil de perturbac¸a˜o da densidade destas duas componentes sera´ moldado com o decorrer
do tempo, formando outro pico de mate´ria barioˆnica pro´ximo a` origem, onde ja´ existe
um de mate´ria escura. De forma semelhante, devido a atrac¸a˜o gravitacional, a mate´ria
barioˆnica arrasta a densidade de mate´ria escura para seu pico pro´ximo a 150Mpc. Sa˜o
evoluc¸o˜es de perturbac¸o˜es na densidade de ba´rions como essas que levam a` formac¸a˜o de
grandes estruturas como gala´xias e aglomerados de gala´xias.
As correlac¸o˜es podem ser observadas tanto na direc¸a˜o radial (linha de visada)
quanto nas direc¸o˜es perpendiculares a` linha de visada das gala´xias, portanto, o levanta-
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Figura 3.7: Evoluc¸a˜o do perfil radial das perturbac¸o˜es de densidades versus raio como´vel.
As linhas pretas, azuis, vermelhas e verdes correspondem a` mate´ria escura, aos ba´rions,
aos fo´tons e aos neutrinos, respectivamente. O redshift e o ano a partir do Big Bang sa˜o
dados em cada gra´fico. (extra´ıdo de [48]).
mento das gala´xias sa˜o tridimensionais, logo e´ definido uma distaˆncia h´ıbrida que combina
as dilatac¸o˜es radiais e transversais, da por [47],
DV (z) =
(
(1 + z)2d2A
cz
H(z)
) 1
3
. (3.32)
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O levantamento realizado pelo SDSS [47] indica um pico das BAO em z∗ ≈ 0, 35,
sendo portanto, o redshift onde a escala acu´stica preferida foi medida. Ale´m disto, foi
obtido utilizando o Modelo Padra˜o ΛCDM, Ωmh
2 = 0, 130±0, 010 e DV (0, 35) = 1370±64
Mpc, no n´ıvel de confianc¸a 1σ.
O pico das BAOs tambe´m pode ser descrito por um paraˆmetro adimensional A,
definido por Eisenstein et al. [47], para um universo com curvatura plana, como sendo
A(z∗) ≡
√
Ωm
E(z∗)1/3
(
1
z∗
∫ z∗
0
dz
E(z∗)
) 2
3
= 0.469± 0.017, (3.33)
onde, como ja´ vimos, z∗ = 0, 35. Da Equac¸a˜o (3.33), notamos que o paraˆmetro A e´
independente deH0, ou equivalentemente, de h. Logo, sozinho possibilita restringir apenas
o paraˆmetro Ωm, como evidencia a Figura 3.8. No entanto, em ana´lises combinadas com
outros testes, pode fornecer informac¸o˜es de regio˜es descarta´veis, sendo dessa forma de
grande relevaˆncia.
Uma generalizac¸a˜o direta da expressa˜o que representa A, Equac¸a˜o (3.33), para
curvaturas e cena´rios cosmolo´gicos arbitra´rios, pode ser escrita como
A(p; z) ≡
√
Ωm
E(z∗)1/3
(
1
z∗
√|Ωk|Sk
[√
|Ωk|
∫ z∗
0
dz
E(p; z)
]) 23
, (3.34)
onde, Sk[y] = sen(y), senh(y), y para k = 1, k = −1 e k = 0, respectivamente.
3.2.1 Teste estat´ıstico de χ2 com BAOs
Uma ana´lise estat´ıstica simples, usando o paraˆmetro A em um modelo ΛCDM
Plano, e´ dado novamente pelo teste de χ2,
χ2BAO =
(
A(p; z)− 0.469
0.017
)2
. (3.35)
O qual, gera no plano h - Ω0m a Figura 3.8.
Ao contra´rio do teste usando DDA de aglomerados de gala´xias, este possui uma
degeneresceˆncia em h e apresenta restric¸o˜es quanto ao valor do paraˆmetro Ω0m. Portanto,
ao combinarmos ambos os teste em um so´, limitamos de forma significativa tanto o pa-
raˆmetro h como o Ω0m. Uma ana´lise conjunta deste tipo e´ realizada na Sec¸a˜o 3.3.2 com
idade de gala´xias velhas em altos redshists mais BAOs.
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Figura 3.8: Plano h - Ω0m gerado a partir do teste de χ
2
BAO, em um Modelo ΛCDM Plano.
As regio˜es cinzas do gra´fico correspondem, respectivamente, da clara para a mais escura,
as regio˜es de 1σ, 2σ e 3σ de confianc¸a estat´ıstica.
3.3 Idade de gala´xias velhas em altos redshifts
Existe um ramo da cosmologia observacional, chamada de Cosmocronologia, onde
ha´ diferentes e independentes me´todos para estabelecer limites inferiores para a idade do
universo. Estes me´todos podem ser agrupados ou classificados de acordo com a classe de
objetos aos quais eles sa˜o aplica´veis [49], como por exemplo:
Objetos na nossa gala´xia:
• Nucleocosmocronologia;
• Curvas de resfriamento de ana˜s brancas;
• Aglomerados globulares - turn-off da sequeˆncia principal.
Objetos em altos redshifts :
• Gala´xias velhas em altos redshifts (GVAR).
Por na˜o fazer parte do objetivo desta dissertac¸a˜o, na˜o discutiremos detalhes dos
aspectos relacionados aos me´todos de datac¸a˜o cosmolo´gica, apenas apresentaremos de
forma superficial o me´todo de datac¸a˜o de gala´xias velhas em altos redshifts.
Os me´todos associados a objetos na nossa gala´xia (z ≈ 0) sa˜o u´teis para estimar
um limite inferior para a idade total do universo t0, visto que, ao encontrar e datar um
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objeto muito antigo na nossa gala´xia, a idade total do universo deve ser superior ou, no
ma´ximo, igual a do objeto datado. Por outro lado, somente nas u´ltimas de´cadas, com o
desenvolvimento da espectroscopia o´tica profunda em telesco´pio de 8-10 metros, que se
tornou poss´ıvel estimar com relativa precisa˜o a idade dos objetos em altos redshifts [50].
Como a idade de um objeto em um dado z e´ sempre inferior a` idade do universo
neste mesmo redshift, torna-se poss´ıvel tambe´m inferir a idade mı´nima do universo em
qualquer e´poca. Bons candidatos a tais objetos sa˜o as gala´xias el´ıpticas, visto que, nessas
gala´xias as estrelas se formaram essencialmente num u´nico evento de formac¸a˜o estelar, sem
deixar quantidade de ga´s suficiente para formar novas estrelas, ale´m disto, a medida que
estas estrelas evoluem, elas tornam-se mais vermelhas, portanto, ao observarmos gala´xias
el´ıpticas vermelhas em altos redshifts, espera-se que as mesmas possuam uma populac¸a˜o
estelar evolu´ıda, sendo assim, boas candidatas a limitarem a idade do universo naquela
redshift.
A te´cnica utilizada para datar essas gala´xias em tese e´ relativamente simples,
observa-se o espectro da gala´xia e compara com modelos teo´ricos de populac¸a˜o estelar,
como o efeito da idade sobre as caracter´ısticas espectrais e´ bem conhecido, ao comparar-
mos determinamos o que melhor se ajusta. A Figura 3.9 mostra o espectro observado da
ra´dio gala´xia extremamente vermelha 53W091 (z = 1, 55), juntamente com 4 modelos de
populac¸a˜o estelar distintos, o melhor ajuste e´ obtido para uma idade de 3,5 bilho˜es de
anos [50].
3.3.1 Teste estat´ıstico de χ2 da idade do universo com GVAR
Uma vez que obtemos por algum me´todo a idade do universo, podemos atrave´s de
testes estat´ısticos estabelecer limites sobre paraˆmetros cosmolo´gicos, assim como e´ feito a
partir da DDA. No entanto, sabe-se que as gala´xias sa˜o criadas aleatoriamente no decorrer
da evoluc¸a˜o do universo, sendo assim, possuem tempos de incubac¸a˜o tinc
6 diferentes,
dificultando muito a realizac¸a˜o deste tipo de teste, uma vez que, mesmo determinando
a idade de uma gala´xia (tobs) em um zi, faz-se necessa´rio tambe´m sabermos o tempo de
incubac¸a˜o desta gala´xia (tinc,i) para obtermos a idade do universo neste redshift, visto que
tzi = tinc,i + tobs,i, como ilustra a Figura 3.10.
Uma das sa´ıdas para este problema e´ selecionar as gala´xias mais velhas em alto
6Tempo de incubac¸a˜o e´ o tempo decorrido do Big Bang ate´ a formac¸a˜o da gala´xia.
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Figura 3.9: O espectro observado da ra´dio gala´xia 53W091 juntamente com 4 modelos
teo´ricos de populac¸a˜o estelar distintos (extra´ıdo de [50]).
Figura 3.10: Ilustrac¸a˜o: tempo de incubac¸a˜o, idade do universo e quantidades relaciona-
das.
redshifts, e da´ı, supor um tempo de incubac¸a˜o me´dio, considerando uma significativa
variaˆncia no mesmo. Esta mesma te´cnica e´ usada em [51, 3], onde consideraram o tinc =
0.8± 0, 4 Ganos.
Como ja´ vimos na Sec¸a˜o 2.2.3, a idade do universo em um redshift z e´ dado pela
Equac¸a˜o (2.52), a qual fazendo a mudanc¸a de varia´vel x = 1/(1 + z), obtemos:
t(p; z) =
1
H0
∫ 1/(1+z)
0
dx
xE(p;x)
. (3.36)
Com base no que foi discutido acima, vamos realizar um teste de χ2, representado
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pela seguinte expressa˜o,
χ2idade =
N∑
i=1
(t(p; zi)− (tobs,i + tinc))2
σ2tobs,i + σ
2
tinc
, (3.37)
onde consideramos a idade observacional do universo em um dado redshift como sendo
tobszi = tinc + tobs,i, sendo tinc o tempo de incubac¸a˜o, σtinc a incerteza associada ao tinc, tobs,i
a idade observacional para uma gala´xia especifica, σtobs,i a incerteza na medida da idade
individual da gala´xia e t(p; zi) presenta a expressa˜o teo´rica para a idade do universo em
um dado redshift, que por sua vez depende do modelo adotado.
Da´ı, adotando o modelo ΛCDM Plano, um tinc = 0.8 ± 0, 4 Ganos e usando uma
amostra de 11 idades de gala´xias velhas em altos redshift (0, 62 ≤ z ≤ 1, 70), selecionadas
das amostra de Ferreras et al. [52] e Longhetti et al. [53], a mesma utilizada por Lima
e Cunha [3](ver Figura 5.3), onde argumentou que este conjunto de dados fornece idades
de gala´xias precisas e restritivas, realizamos o teste de χ2 dado pela Equac¸a˜o (3.37), onde
obtemos a Figura 3.11 para o plano h - Ω0m,
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Figura 3.11: Plano h - Ω0m gerado a partir do teste de χ
2
idade em um Modelo ΛCDM
Plano. As regio˜es cinzas do gra´fico correspondem, respectivamente, da clara para a mais
escura, as regio˜es de 1σ, 2σ e 3σ de confianc¸a estat´ıstica.
Na Figura 3.11 mostramos os contornos de verossimilhanc¸a constante (1σ, 2σ e 3σ)
no espac¸o de paraˆmetros para h - Ω0m, e´ noto´rio que o teste de idade sozinho na˜o e´ muito
restritivo, pois existe uma grande gama de pa´ de paraˆmetros permitidos para h e Ω0m. No
entanto, o mesmo pode ser bastante relevante quando realizado em conjunto com outro
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que quebre a degeneresceˆncia existente, um bom candidato a quebrar esta degeneresceˆncia
e´ o teste utilizando as BAOs, descrito na Sec¸a˜o 3.2.1.
3.3.2 Ana´lise conjunta: Teste com GVAR + BAOs
Portanto, em busca de obtermos v´ınculos mais restritivos, faremos uma ana´lise
conjunta usando as gala´xias velhas e as assinaturas das BAOs. Tal ana´lise requer um χ2,
com a seguinte forma,
χ2idade+BAO =
N∑
i=1
(t(p; zi)− (tobs,i + tinc))2
σ2tobs,i + σ
2
tinc
+
(
A(p; z)− 0.469
0.017
)2
. (3.38)
Deste obtemos a Figura 3.12, que mostra as regio˜es de 1σ, 2σ e 3σ de confianc¸a estat´ıstica
para a ana´lise conjunta dos testes com gala´xias velhas e assinaturas das BAOs.
E´ evidente ao compararmos as Figuras 3.11 com a Figura 3.12 a eficieˆncia do
teste conjunto adotado, notamos que tanto o paraˆmetro Ω0m como o h ficaram melhor
restringidos, com o melhor ajuste em h = 0, 67 e Ω0m = 0, 27.
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Figura 3.12: Plano h - Ω0m gerado a partir do teste de χ
2
idade+BAO em um Modelo ΛCDM
Plano. As regio˜es cinzas do gra´fico correspondem, respectivamente, da clara para a mais
escura, as regio˜es de 1σ, 2σ e 3σ de confianc¸a estat´ıstica. As linhas azuis e vermelhas
representam os contornos dos testes com as assinaturas das BAOs e com as gala´xias velhas,
respectivamente.
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3.4 Paraˆmetro de Hubble
O Paraˆmetro de Hubble (H(z)) como ja´ definido na Sec¸a˜o 2.1.3, Equac¸a˜o (2.15),
expressa a taxa com que o universo se expande em um dado z. E´ muito comum na
literatura encontrarmos ele expresso como sendo H(z) = H0E(p; z), ou seja:
H(z) = H0 ×

√
Ω0m(1 + z)3 + Ω0Λ Modelo ΛCDM Plano√
Ω0m(1 + z)3 + Ω0Λ + Ω0k(1 + z)2 Modelo ΛCDM Curvo√
Ω0m(1 + z)3 + Ω0x(1 + z)3(1+wx) Modelo XCDM Plano
. (3.39)
Como e´ evidente na Equac¸a˜o (3.39), a expressa˜o para o H(z) muda dependendo do modelo
cosmolo´gico adotado ja´ que o mesmo carrega em si toda a cosmologia do modelo, sendo
portanto, uma pec¸a crucial para todo modelo cosmolo´gico.
A determinac¸a˜o de H(z) em diferentes pontos da evoluc¸a˜o do universo pode nos
ajudar, entre outras coisas, a entender melhor a dinaˆmica de expansa˜o do universo, ale´m
de esta´ se revelando bastante u´til na realizac¸a˜o de teste cosmolo´gicos. Existem hoje
diferentes me´todos para medir H(z), os dois mais conhecidos sa˜o: (i) usando a diferenc¸a
de idade de gala´xias [54, 55]; (ii) e as Oscilac¸o˜es Acu´stica de Ba´rions (BAOs) [56, 57].
O primeiro me´todo foi desenvolvido por Jimenez e Loeb [54], eles realizaram as
primeiras medidas de H(z) usando medic¸o˜es de diferenc¸a de idade (∆t) entre duas gala´xias
que evolu´ıram passivamente e se formaram ao mesmo tempo, mas que estavam separadas
por um pequeno intervalo de redshift (∆z). As quantidades medidas neste me´todo esta˜o
relacionada com o Paraˆmetro de Hubble pela seguinte relac¸a˜o7:
H(z) = − 1
(1 + z)
dz
dt
, (3.40)
haja vista que pode-se inferir a derivada dz/dt a partir da relac¸a˜o ∆z/∆t [54].
Recentemente, utilizando o mesmo me´todo, Zhang et al. (2014) [55] obtiveram 4
novos dados observacionais de H(z) (DOH(z)). Ale´m disto, combinando os seus com ou-
tros 21 DOH(z) dispon´ıveis, realizaram restric¸o˜es de paraˆmetros cosmolo´gicos em ambos
os modelos ΛCDM Plano e Curvo. Os DOH(z) obtidos por Zhang et al. e os 21 outros
ja´ existentes sa˜o mostrados na Tabela 3.1.
Quanto ao segundo me´todo, encontramos um bom exemplo na refereˆncia [57],
onde Busca et al. (2013) apresenta a primeira detecc¸a˜o do pico BAOs em alto redshift,
7Esta expressa˜o e´ obtida a partir da Equac¸a˜o (2.33), usando o fato que a = 1/(1 + z).
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z H(z) σH(z) Referencia z H(z) σH(z) Referencia
0.090 69 12 Jimenez et al. (2003)† 0.352 83 14 Moresco et al. (2012)†
0.170 83 8 Simon et al. (2005)† 0.593 104 13 Moresco et al. (2012)†
0.270 77 14 Simon et al. (2005)† 0.680 92 8 Moresco et al. (2012)†
0.400 95 17 Simon et al. (2005)† 0.781 105 12 Moresco et al. (2012)†
0.900 117 23 Simon et al. (2005) 0.875 125 17 Moresco et al. (2012)†
1.300 168 17 Simon et al. (2005)† 1.037 154 20 Moresco et al. (2012)†
1.430 177 18 Simon et al. (2005)† 0.24 79.69 3.32 Gaztan˜aga et al. (2009)
1.530 140 14 Simon et al. (2005)† 0.43 86.45 3.27 Gaztan˜aga et al. (2009)
1.750 202 40 Simon et al. (2005)† 0.07 69.0 19.6 Zhang et al. (2014)*
0.480 97 62 Stern et al. (2010)† 0.12 68.6 26.2 Zhang et al. (2014)*
0.880 90 40 Stern et al. (2010)† 0.20 72.9 29.6 Zhang et al. (2014)*
0.179 75 4 Moresco et al. (2012)† 0.28 88.8 36.6 Zhang et al. (2014)*
0.199 75 5 Moresco et al. (2012)† - - - -
Tabela 3.1: Dados observacionais de H(z). Os 4 u´ltimos dados * foram os obtidos por
Zhang et al. (2014)[55], ja´ os dados com †, sa˜o referentes a amostra de DOH(z) usada
em testes estat´ısticos nesta dissertac¸a˜o. A unidade das grandezas H(z) e σH(z) esta´ em
kms−1Mpc−1 (adaptado de [55]).
quando o universo era fortemente dominado pela mate´ria, resultando em restric¸o˜es sobre
a DDA e sobre o Paraˆmetro de Hubble em z = 2.3. Ao combinar esses resultados com
as restric¸o˜es derivadas a partir das observac¸o˜es da RCF, o resultado para H(z) foi de
H(z = 2, 3) = 224± 8 kms−1Mpc−1.
Por outro lado, Yuan et al. [58] propo˜em um esquema va´lido para medir o Paraˆ-
metro de Hubble em altos redshits (maiores ate´ que 2,3). Segundo os autores, este me´todo
vai estender os atuais DOH(z) para a regia˜o do chamado ”deserto de redshift”(2 < z < 5).
Este me´todo baseia-se na possibilidade de medir o sinal de Sandage-Loeb v˙, dado pela
Equac¸a˜o (3.41), atrave´s da espectroscopia de quasares, utilizando a pro´xima gerac¸a˜o de
grandes telesco´pios, e a partir da´ı, determinar H(z), tendo em vista a seguinte expressa˜o:
v˙ ≡ ∆v
∆t0
=
cH0
(1 + z)
(
1 + z − H(z)
H0
)
. (3.41)
3.4.1 Teste de χ2 com dados observacionais de H(z)
Como ja´ comentado anteriormente, os dados observacionais de H(z) (DOH(z))
esta˜o sendo bastante u´teis na restric¸a˜o de paraˆmetros cosmolo´gicos. Uma das maneiras
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de se obter tais restric¸o˜es e´ fazendo uso do teste de χ2. Assim, de forma ana´loga aos
outros observa´veis, aplicaremos o seguinte teste de χ2 aos DOH(z):
χ2H(z) =
N∑
i=1
(
H(zi)−Hobs(zi)
σHobs(zi)
)2
, (3.42)
onde Hobs(zi) e´ o valor observacional de H(z) num dado redshift, σHobs(zi) e´ o erro associado
a medida de Hobs(zi) e H(zi) representa o Paraˆmetro de Hubble teo´rico.
Da´ı, adotando o modelo ΛCDM Curvo e usando uma amostra de 18 DOH(z),
destacados na Tabela 3.1 com o s´ımbolo †, obtidos a partir dos me´todos (i) e (ii) (descritos
na sec¸a˜o anterior) na faixa de redshift entre 0, 1 < z < 1, 8, realizamos um teste estat´ıstico
com os DOH(z), que representado no plano h - Ω0k, resulta na seguinte Figura 3.13.
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Figura 3.13: Plano h - Ω0k gerado a partir do teste de χ
2
H(z) em um Modelo ΛCDM Curvo.
As regio˜es cinzas do gra´fico correspondem, respectivamente, da clara para a mais escura,
as regio˜es de 1σ, 2σ e 3σ de confianc¸a estat´ıstica.
Da Figura 3.13, notamos que o teste com DOH(z) impo˜e considera´veis restric¸o˜es
sobre o paraˆmetro h, no entanto, existe uma degeneresceˆncia na restric¸a˜o de Ω0k, fazendo-
se necessa´rio uma ana´lise combinada com outros testes para quebrar esta degeneresceˆncia,
e assim, torna mais eficiente este teste.
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Cap´ıtulo 4
A Constante de Hubble, H0, e suas
Estimativas
4.1 Hubble e a expansa˜o do universo
Em 1929, o famoso astroˆnomo americano Edwin P. Hubble, usando medidas de
redshifts feitas por Milton Humason, observou a existeˆncia de uma relac¸a˜o linear entre o
redshift e a distaˆncia de gala´xias (ver Figura 4.1), isto e´, cz = H0d, onde H0 e´ a constante
de proporcionalidade, chamada de constante de Hubble, que usualmente e´ expressa como
sendo 100hkms−1Mpc−1, onde h e´ a constante de Hubble adimensional. Esta relac¸a˜o so´
e´ va´lida para ”pequenas” distaˆncias ou pequenos redshifts. Ale´m disto, sabemos que para
pequenas distaˆncias e´ va´lida a relac¸a˜o v = cz, assim, combinando esta com a relac¸a˜o
anterior, obtemos a conhecida lei do astroˆnomo Hubble,
v = H0d. (4.1)
Na verdade, da ana´lise dos dados usados por Hubble em 1929, Figura 4.1, na˜o e´
evidente que a relac¸a˜o entre redshift (velocidade) e a distaˆncia seja uma relac¸a˜o linear,
ou ate´ mesmos quadra´tica. No entanto, estes dados permitem concluir que ha´ um au-
mento sistema´tico da velocidade de recessa˜o com a distaˆncia, levando a conclusa˜o de que
o universo esta´ se expandindo[59]. Pois, se o universo fosse esta´tico, estatisticamente de-
ver´ıamos observar tanto velocidades de recessa˜o como de aproximac¸a˜o, ou seja, redshifts
negativos e positivos, como isto na˜o e´ observado, a conclusa˜o e´ que de fato o universo esta´
em expansa˜o.
Figura 4.1: Diagrama relacionando a distaˆncia de gala´xias pro´ximas, derivado de medic¸o˜es
usando varia´veis Cefeidas, versus velocidade radial, derivado do redshift. A constante de
Hubble e´ a inclinac¸a˜o desta relac¸a˜o (extra´ıdo de [60]).
A possibilidade teo´rica de um universo dinaˆmico ja´ havia sido considerada por
Friedmann (1923), no entanto, foi Hubble quem mostrou as primeiras evidencias deste
fenoˆmeno, da´ı, so´ apo´s isto, a expansa˜o passou a ser uma propriedade real do universo,
sendo aceita pela grande maioria dos cientistas.
Como foi dito no in´ıcio desta sec¸a˜o, a Equac¸a˜o (4.1) possui validade limitada. Por
outro lado, a Lei de Hubble obtida posteriormente,
v(z) = H(p; z)d, (4.2)
e´ sempre va´lida. Esta lei permitiu pensar em um universo em expansa˜o e que surgiu em
um passado remoto. Ale´m disto, a relac¸a˜o linear existente entre a velocidade e a distaˆncia,
e´ uma consequeˆncia direta da isotropia e homogeneidade espacial, pois, se esta relac¸a˜o
fosse na˜o linear, por exemplo, v ∝ dn com n 6= 1, distintos observadores mediriam uma
taxa de expansa˜o (H(p; z)) diferente em cada ponto do espac¸o, violando a homogeneidade
do espac¸o.
4.2 Recentes estimativas de H0: controve´rsia, erros
sistema´ticos e nova f´ısica
A constante de Hubble, cujo valor nos diz qual a taxa de expansa˜o do universo
hoje, e´ sem duvida uma das constantes mais fundamentais da cosmologia. Ela esta´ re-
lacionada com diversas grandezas cosmolo´gicas, por exemplo, a distaˆncias f´ısicas entre
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objetos astronoˆmicos, a idade do universo, seu tamanho e densidade de energia. Da´ı,
como H0 e´ uma constante crucial para qualquer modelo cosmolo´gico moderno, e´ de ex-
trema importaˆncia a determinac¸a˜o mais exata poss´ıvel do seu valor, para assim termos
um modelo cosmolo´gico que seja o mais apurado poss´ıvel.
Nas medic¸o˜es feitas por Hubble em 1929 [60], ele obteve um valor para H0 de
500 kms−1Mpc−1. As determinac¸o˜es de H0 seguintes obtiveram valores cada vez mais
baixo que o originalmente medido por Hubble [61]1. Pore´m, na segunda metade do se´-
culo passado, surgiu uma longa disputa com respeito ao verdadeiro valor de H0, alguns
investigadores defendiam valores em torno de H0 = 50 kms
−1Mpc−1 e outros preferiam
valores mais altos, em torno de H0 = 100 kms
−1Mpc−1 [61]. Recentemente, ainda existe
um debate semelhante com relac¸a˜o ao valor de H0, no entanto, a nova controve´rsia se da´
entre medic¸o˜es locais e globais de H0, ale´m disto, o intervalo entre os dois extremos os
quais os astroˆnomos acreditam esta´ o verdadeiro valor de H0 e´ bem menor.
Em testes locais, ou seja, em baixos redshifts (z  1), Riess et al. (2011)[1] usou as
observac¸o˜es do Telesco´pio Espacial Hubble (HST - Hubble Space Telescope) Key Project
para determinar H0 a partir de Cefeidas e Supernovas do Tipo Ia (SNE Ia). Atrave´s de
uma ana´lise rigorosa dos erros estat´ısticos e sistema´ticos, obtiveram H0 = 73, 8 ± 2, 4
kms−1Mpc−1 (1σ), o que corresponde a uma incerteza de 3, 3%. Mais tarde, usando o
Telesco´pio Espacial Spitzer, Freedman et al. (2012)[62] re-calibrou a amostra do HST
Key Project e encontrou H0 = 74, 3± 2, 6 kms−1Mpc−1 (1σ). Testes locais, como o usado
por Riess et al. (2011)[1], baseia-se numa escala de distaˆncia co´smica de interligac¸a˜o
dos diferentes indicadores de distaˆncias. As medidas e estrate´gias ba´sicas comumente
adotadas sa˜o: Cefeidas, ponta do ramo gigante vermelha, as gala´xias maser, as flutuac¸o˜es
de brilho de superf´ıcie, a relac¸a˜o Tully-Fisher e SNE Ia.
Por outro lado, em testes globais, ou seja, em redshifts muito alto (z ' 1070),
Hinshaw et al. (2012)[21], a partir da ana´lise dos dados do WMAP-9 obtidos das ani-
sotropias na temperatura da RCF, encontraram H0 = 70, 0 ± 2, 2 kms−1Mpc−1 (1σ),
enquanto que a Planck Collaboration (2013) [2], utilizando dados da missa˜o Planck, ob-
teve H0 = 67, 4 ± 1, 4 kms−1Mpc−1 (1σ), que corresponde a uma incerteza de 2, 1%. E´
importante ressaltar que, tanto os valores da Planck Collaboration (2013) como os de
1Uma revisa˜o histo´rica completa da determinac¸a˜o de H0 pode ser encontrada nas refereˆncias [63] e
[64].
59
Hinshaw et al. (2012), foram derivados assumindo o Modelo ΛCDM Plano. Ale´m disto,
os dados a partir das anisotropias na temperatura da RCF, por si so´ na˜o podem fornecer
fortes restric¸o˜es sobre H0, havendo assim, a necessidade de incluir um prior sobre H0 de
diferentes e independentes testes, afim de se resolver este problema de degeneresceˆncia [3].
Portanto, tal determinac¸a˜o de H0 envolve uma combinac¸a˜o de fenoˆmenos f´ısicos em esca-
las e e´pocas muito diferentes da evoluc¸a˜o co´smica, e devido a` inclusa˜o de dados SNe Ia, o
valor obtido para H0 e´ tambe´m um pouco dependente da escada co´smica de distaˆncia[3].
Note que, os resultados atuais de diferentes trabalhos que propo˜em uma determina-
c¸a˜o de H0, revelam existir uma discrepaˆncia intrigante entre trabalhos em redshifts muito
altos (medic¸o˜es globais a partir da RCF) e baixos (medic¸o˜es locais). Como evidenciado
na Tabela 4.1, as determinac¸o˜es locais fornecem valores mais altos para H0 comparados
com aqueles fornecidos pelas medic¸o˜es globais. Em particular, a tensa˜o existente e´ cerca
de 9% ou 2.4σ de confianc¸a estat´ıstica.
Determinac¸o˜es de H0 Locais H0(1σ)
Riess et al. (2011)[1] SNe Ia/Cefeida 73, 8+2,4−2,4
Freedman et al. (2012)[62] SNe Ia/Cefeida 74, 3+2,6−2,6
Determinac¸o˜es de H0 Globais H0(1σ)
Hinshaw et al. (2013)[21] WMAP 9 anos 70, 0+2,2−2,2
Planck Collaboration XVI (2013)[2] Planck 67, 3+1,2−1,2
Determinac¸o˜es de H0 Intermedia´rios H0(1σ)
Busti et al. (2014)[4] DOH(z) 64, 9+4,2−4,2
Lima e Cunha (2014)[3] DDA+GVAR+DOH(z)+BAOs 74, 1+2,2−2,2
Tabela 4.1: Determinac¸o˜es de H0 locais, globais e em redshifts intermedia´rios (kms
−1
Mpc−1).
Esta controve´rsia a respeito do valor da constante de Hubble, determinada a partir
de medic¸o˜es locais e globais, levantou uma se´rie de atividades afim de definir evideˆncias
de nova f´ısica ou erros sistema´ticos ocultos.
Muitos erros sistema´ticos podem ser responsa´veis por esta diferenc¸a. Quanto a`s
medic¸o˜es locais, o primeiro degrau na escada distaˆncia e´ crucial para as medic¸o˜es de
H0. Dependendo do me´todo que e´ utilizado para calibrar distaˆncias a`s SNe Ia, uma
variedade de valores e´ obtida para H0. Por exemplo, Riess et al. [1] usou treˆs indicadores
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de distaˆncia para calibrar distaˆncias a`s SNe Ia: uma distaˆncia geome´trica para NGC
4258 com base numa medic¸a˜o megamaser ; medidas de paralaxe para Cefeidas na Via
La´ctea e observac¸o˜es de Cefeidas e uma distaˆncia revisada a` Grande Nuvem de Magalha˜es.
Revisando a distaˆncia para NGC 4258 a partir de Humphreys et al. [65], com apenas esse
indicador Efstathiou [66] utilizou dados de Riess et al. [1] para obter H0 = 70, 6 ± 3, 3
kms−1Mpc−1, ao combinar com os treˆs indicadores o valor obtido foi H0 = 72, 5 ± 2, 5
kms−1Mpc−1, aliviando a tensa˜o. Por outro lado, calibrando as SNe com a ponta do ramo
gigante vermelha Tammann e Reindl [67] obteve H0 = 63, 7 ± 2, 7 kms−1Mpc−1. Isto e´
muito intrigante uma vez que muitas determinac¸o˜es locais obteve valores mais elevados
para H0.
Os erros sistema´ticos tambe´m podem vir a partir da ana´lise da RCF. Por exemplo,
Spergel, Flauger e Hlozek [68] afirmam que o detector de 217×217 GHz pode ser respon-
sa´vel por uma parte da tensa˜o, onde a sua remoc¸a˜o fornece H0 = 68, 0±1, 1 kms−1Mpc−1.
Ale´m disso, uma inconsisteˆncia dos dados do Planck com o modelo ΛCDM Plano foi rei-
vindicada por Hazra e Shafieloo [69], onde a falta de energia para multipolos altos e baixos
podem indicar nova f´ısica ou erros sistema´ticos.
Com relac¸a˜o a` nova f´ısica, poderia ser apenas variaˆncia co´smica [70, 71]; se vivemos
em uma ”bolha Hubble”no´s inferimos um valor local mais alto paraH0, quando comparado
com o global. Esta possibilidade requer um tamanho muito improva´vel para o va´cuo,
embora seja compat´ıvel com as observac¸o˜es [72]. Outras possibilidades incluem extenso˜es
do modelo de concordaˆncia co´smica [73, 74] ou neutrinos massivos [75].
Uma forma de evitar os efeitos locais e globais e´ ir para redshifts intermedia´rios
(z ∼ 1), pois esta zona de redshift e´ distinta daquela onde sa˜o analisadas as anisotropias
na temperatura da RCF e os me´todos definidos pela escala co´smica de distaˆncia (Cefeidas,
SNe Ia, etc.). A principal vantagem de testes cosmolo´gicos em redshifts intermedia´rios
e´ a sua independeˆncia de calibradores locais [41]. A fim de lanc¸ar alguma luz sobre o
problema da discrepaˆncia a respeito do valor de H0, determinado a partir de medic¸o˜es
locais e globais, Lima e Cunha [3], propoˆs uma nova determinac¸a˜o de H0 em redshifts
intermedia´rios. Discutiremos na sec¸a˜o seguinte alguns detalhes e os principais resultados
desta determinac¸a˜o proposta por Lima e Cunha.
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4.3 Estimativas de H0 em redshifts intermedia´rios
Lima e Cunha [3] (de agora em diante LC), propuseram uma nova determinac¸a˜o
de H0 em redshifts intermedia´rios usando quatro testes diferentes, nomeadamente, (i)
as distaˆncias de diaˆmetro angulares (DDA) para aglomerados de gala´xias com base na
combinac¸a˜o de efeito Sunyaev-Zeldovich e dados de raios-X (0, 14 < z < 0, 89), (ii) idade
de gala´xias velhas em altos redshift (GVAR) (0, 62 < z < 1, 70), (iii) dados observacionais
de H(z) (DOH(z)) (0, 1 < z < 1, 8), e (iv) pico das Oscilac¸o˜es Acu´sticas dos Ba´rions
(BAOs) (z = 0, 35)2. Segundo os autores, a interac¸a˜o cooperativa entre estes testes reduz
muito os erros sobre H0, ale´m disto, comentam que tal determinac¸a˜o de H0 pode lanc¸ar
uma luz sobre a discrepaˆncia existente entre medic¸o˜es locais e globais do valor de H0.
No primeiro teste (i) foram usados 38 dados de DDA de aglomerados de gala´xias
compilado por Bonamente et al. [5](ver Tabela 5.1), onde o plasma do aglomerado e
distribuic¸o˜es de mate´ria escura foram analisados assumindo o modelo duplo β-esfe´rico
na˜o-isote´rmico. No segundo teste (ii), foram usados 11 idades de gala´xias velhas em altos
redshift (ver Figura 5.3), selecionadas das amostra de Ferreras et al. [52] e Longhetti et al.
[53]. No terceiro teste (iii), foram usados 18 dados observacionais de H(z) obtidos via dois
me´todos distintos, usando a diferenc¸a de idade de gala´xias e as BAOs, tais dados esta˜o
destacados com o s´ımbolo † na Tabela 3.1. Por fim, o u´ltimo teste (iv), faz uso do pico
das BAOs, detectado a partir de uma grande amostra de gala´xias vermelhas luminosas, o
qual pode ser caracterizado por um paraˆmetro adimensional, definido na Equac¸a˜o (3.33)3.
A Figura 4.2(a), mostra o plano Ωm − h obtido por LC em sua ana´lise combi-
nando erros estat´ısticos e sistema´ticos a partir de treˆs diferentes testes: DDA via te´cnica
ESZ/raio-X (linhas verdes) + idades de GVAR (linhas pretas)+ DOH(z) (linhas laran-
jas). Os autores conclu´ıram que as restric¸o˜es de cada amostra no plano h − Ωm sa˜o
muito fracas quando consideradas individualmente, no entanto, devido a` complementari-
dade entre elas, a ana´lise conjunta destas treˆs amostras e´ bastante restritiva, prevendo
H0 = 73, 4± 4, 7 kms−1 Mpc−1 e Ωm = 0, 290+0,078−0,061 (1σ de confianc¸a estat´ıstica) para dois
paraˆmetros livres com χ2min = 41, 42. Os valores χ
2 reduzidos sa˜o χ2red = 0, 702 (incluindo
erros sistema´ticos) e χ2red
∼= 1 (sem erros sistema´ticos).
Na Figura 4.2(b), LC exibe contornos sobre o paraˆmetro de espac¸o obtido atrave´s
2Detalhes sobre estes testes podem ser encontrados no Cap´ıtulo 3.
3Todas estas amostras sa˜o apresentadas com mais detalhes na Sec¸a˜o 5.1
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de uma ana´lise conjunta envolvendo a combinac¸a˜o de todos os quatro testes. As linhas
tracejadas sa˜o cortes no plano Ωm − h fornecida pela assinatura da BAO. Os contornos
vermelhos, verdes e azuis sa˜o restric¸o˜es com 68,3%, 95,4% e 99,7% de confianc¸a estat´ıstica,
respectivamente. Segundo LC, esta ana´lise completa fornece H0 = 74, 1
+3,3
−3,3 kms
−1 Mpc−1
(4,5% de incerteza) e um paraˆmetro de densidade Ωm = 0, 278
+0,034
−0,028 para dois paraˆmetros
livres com um χ2min = 41, 53 (χ
2
red = 0, 704).
Figura 4.2: Determinac¸a˜o de H0 em redshifts intermedia´rios. a): H0 de treˆs testes dife-
rentes. O plano Ωm − h fornecido pelos dados de DDA via te´cnica ESZ/raio-X + idades
de GVAR + DOH(z), incluindo erros estat´ısticos mais sistema´ticos. Os valores de melhor
ajuste sa˜o h = 0, 734 e Ωm = 0, 290. b): Contornos no plano Ωm − h a partir de uma
ana´lise conjunta envolvendo dados de DDA via te´cnica ESZ/raio-X + idades de GVAR
+ DOH(z) + BAO. O Modelo de melhor ajuste convergem para h = 0741 e Ωm = 0278.
(extra´ıda de [3]).
Na Figura 4.3, LC mostra a func¸a˜o de verossimilhanc¸a para o paraˆmetro h em um
modelo ΛCDM Plano. Ambas as curvas, segundo os autores, foram obtidas marginali-
zando sobre o paraˆmetro de densidade da mate´ria. As linhas verticais sa˜o os cortes nas
regio˜es de 68,3% e 95,4% de probabilidade. Para a linha so´lida preta, na˜o foi considerada a
assinatura BAO. As restric¸o˜es obtidas para a linha preta foram h = 0, 734±0, 031 (0, 064)
com 1σ (2σ), respectivamente. Para a linha vermelha a assinatura BAO foi inclu´ıda. As
restric¸o˜es obtidas foram h = 0, 741 ± 0, 022 (correspondente a um erro de 3% em h) e
0, 045 (6,1%) com 1σ e 2σ, respectivamente. Em todas estas ana´lises, foram adicionados
os erros estat´ısticos e sistema´ticos.
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Figura 4.3: Func¸o˜es de verossimilhanc¸a para o paraˆmetro h em um modelo ΛCDM Plano.
A curva so´lida preta corresponde a uma ana´lise conjunta envolvendo DDA via ESZ/X-ray
+ idade de GVAR + DOH(z) enquanto que a curva vermelha tracejada inclui tambe´m
a assinatura BAO. As linhas horizontais sa˜o cortes nas regio˜es de 68,3% e 95,4% de
probabilidade (extra´ıdo de [3]).
Portanto, os autores conclu´ıram que sua determinac¸a˜o com base apenas em testes
em redshifts intermedia´rios fornece uma verificac¸a˜o cruzada competitiva para a determi-
nac¸a˜o de H0. Ale´m disto, quanto a` intrigante tensa˜o entre as determinac¸o˜es de H0 a partir
de objetos pro´ximos e os dados atuais da RCF, argumentaram que suas restric¸o˜es sobre
H0 favorecem claramente os me´todos locais (ver Tabela 4.1).
Por outro lado, a partir de uma reconstruc¸a˜o na˜o-parame´trica de dados de H(z)
em redshifts intermedia´rios, Busti, Clarkson e Seikel [4] extrapolaram a reconstruc¸a˜o de
redshift 0 e obtiveram H0 = 64, 9± 4, 2 kms−1Mpc−1, independente de modelo cosmolo´-
gico. Assim, enquanto a determinac¸a˜o realizada por Busti, Clarkson e Seikel [4] e´ consis-
tente com resultados da Planck Collaboration, a determinac¸a˜o realizada por LC aponta
para uma inconsisteˆncia interna dentro do modelo ΛCDM, uma vez que tanto os valores
da Planck Collaboration como os de LC foram derivados assumindo o mesmo modelo.
E´ tambe´m importante ressaltar que LC usou a amostra de aglomerados de gala´-
xias de Bonamente et al. [5], modelada por um modelo duplo β-esfe´rico na˜o isote´rmico.
No entanto, a geometria esfe´rica padra˜o tem sido severamente questionada, uma vez que
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as observac¸o˜es do Chandra e XMM-Newton mostraram que aglomerados de gala´xias exi-
bem um brilho superf´ıcie de raios-X preferencialmente el´ıptico [76, 77, 78, 79, 80]. Ale´m
disso, esta amostra foi considerada incompat´ıvel com a chamada Relac¸a˜o de Dualidade
de Distaˆncia Co´smica4 (RDDC) [81, 82, 83, 84].
4Definida pela equac¸a˜o (2.49).
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Cap´ıtulo 5
Robustez na Determinac¸a˜o de H0 em
Redshifts Intermedia´rios
No Cap´ıtulo 4, discutimos a controve´rsia existente entre medic¸o˜es locais e globais
de H0, sobre a determinac¸a˜o de H0 em redshifts intermedia´rios proposta por LC [3],
que argumentam ser robusta e competitiva, cujo resultado favorece as medic¸o˜es locais.
Ale´m disto, citamos uma outra determinac¸a˜o de H0 [4], tambe´m realizada em redshifts
intermedia´rios, que por sua vez, mostra-se consistente com as medic¸o˜es globais de H0.
Por fim, ressaltamos o fato de LC ter usado a amostra de aglomerados de gala´xias de
Bonamente et al. [5], modelada pelo modelo duplo β-esfe´rico na˜o isote´rmico, severamente
questionado na literatura.
Dentro deste contexto, o objetivo deste cap´ıtulo e´ analisar a robustez dos resulta-
dos de LC atrave´s da realizac¸a˜o de dois tipos de testes. No primeiro, procuramos erros
sistema´ticos, considerando uma amostra onde a morfologia dos aglomerados de gala´xias,
utilizados para obter as suas distaˆncias, foram assumidas como esfe´rica isote´rmica e el´ıp-
tica. Ale´m disso, testamos diferentes hipo´teses para o tempo de incubac¸a˜o tinc, utilizado
na ana´lise usando idade de GVAR, para vermos o impacto sobre o valor de H0. No se-
gundo, no´s mudamos o modelo cosmolo´gico para ver a sua dependeˆncia com relac¸a˜o aos
resultados, onde consideramos um modelo ΛCDM Curvo e um modelo XCDM Plano.
Como veremos, o valor H0 e´ muito fracamente dependente dos modelos cosmolo´gi-
cos analisados. Em contraste, a morfologia do aglomerado altera o resultado ja´ decidida-
mente, sendo a principal fonte de erros sistema´ticos, o que significa que essa fonte deve ser
controlada, a fim de afirmar que este me´todo e´ uma ferramenta poderosa de verificac¸a˜o
cruzada para H0.
Na sec¸a˜o seguinte apresentaremos uma descric¸a˜o das amostras utilizadas nas ana´-
lises estat´ısticas deste trabalho. Em seguida, na Sec¸a˜o 5.2, apresentamos as ana´lises e
os resultados originais obtidos, que resultaram na publicac¸a˜o de um artigo no perio´dico
MNRAS LETTERS (Monthly Notices of the Royal Astronomical Society), encontrado na
refereˆncia [85].
5.1 Amostras
A fim de ter um estudo comparativo confia´vel com os resultados de LC, a u´nica
diferenc¸a entre as suas e as nossas amostras, e´ a adic¸a˜o da amostra de De Filippis et al.
[46]. Desta nova amostra, que possui um total 25 aglomerados de gala´xias, selecionamos
apenas 18 que encontram-se no intervalo de redshift 0, 142 < z < 0, 79, descartamos os
demais (com z < 0, 1) pois nosso interesse e´ redshifts intermedia´rios. Nesta sec¸a˜o descre-
veremos com maior detalhe as amostras utilizadas em nossa determinac¸a˜o e, portanto, na
de LC tambe´m.
5.1.1 Amostras de DDA de aglomerados de gala´xias
Nos nossos testes, fizemos uso de treˆs amostras de DDA de aglomerados de gala´xias,
todas obtidas a partir de observac¸o˜es do ESZ e em raio-X (a chamada te´cnica ESZ/raio-X).
A seguir apresentaremos cada uma delas.
A amostra de Bonamente et al. (2006)
Esta amostra e´ composta por 38 aglomerados de gala´xias situados entre 0, 14 <
z < 0, 89, compilada por Bonamente et al.[5]. Para esta amostra, o plasma e a distribuic¸a˜o
de mate´ria escura do aglomerado foram analisados assumindo o modelo duplo β-esfe´rico
na˜o isote´rmico. Na Tabela 5.1, temos as DDA obtidas por Bonamente et al.[5] utilizando
o modelo duplo β-esfe´rico na˜o isote´rmico.
O modelo duplo β-esfe´rico na˜o isote´rmico e´ uma extensa˜o do modelo β esfe´rico
isote´rmico, adotado na Sec¸a˜o 3.1.3 para detalharmos a te´cnica de obtenc¸a˜o da DDA
utilizando medidas do ESZ e do brilho superficial de raio-X. Observac¸o˜es mostram que
o modelo β esfe´rico isote´rmico apresenta limitac¸o˜es que o torna ineficaz na descric¸a˜o de
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Aglomerado z dA (Gpc) ∆
+ ∆−
CL 0016+1609 0.541 1.38 0.22 0.22
Abell 0068 0.255 0.63 0.16 0.19
Abell 0267 0.230 0.60 0.11 0.09
Abell 0370 0.375 1.08 0.19 0.20
MS 0451.6-0305 0.550 1.42 0.26 0.23
MACS J0647.7+7015 0.171 0.52 0.15 0.12
Abell 0586 0.686 1.68 0.48 0.38
MACS J0744.8+3927 0.288 0.78 0.18 0.18
Abell 0611 0.182 0.66 0.09 0.10
Abell 0665 0.282 0.88 0.30 0.23
Abell 0697 0.217 0.98 0.17 0.14
Abell 0773 0.291 0.83 0.02 0.02
ZW 3146 0.826 1.33 0.28 0.26
MS 1054-0321 0.142 0.78 0.18 0.13
MS 1137.5+6625 0.890 1.08 0.42 0.28
MACS J1149.5+2223 0.490 1.38 0.47 0.37
Abell 1413 0.183 0.65 0.09 0.09
CL J1226.9+3332 0.451 0.96 0.06 0.08
MACS J1311.0-0310 0.327 1.13 0.09 0.10
Abell 1689 0.252 1.07 0.02 0.08
RX J1347.5-1145 0.545 1.49 0.06 0.03
MS 1358.4+6245 0.171 0.44 0.04 0.05
Abell 1835 0.322 1.19 0.15 0.14
MACS J1423.8+2504 0.229 0.64 0.20 0.17
Abell 1914 0.202 0.52 0.04 0.05
Abell 1995 0.152 0.61 0.06 0.07
Abell 2111 0.176 0.66 0.14 0.11
Abell 2163 0.813 1.04 0.51 0.43
Abell 2204 0.164 0.58 0.29 0.25
Abell 2218 0.224 0.73 0.20 0.13
RX J1716.4+6708 0.570 1.33 0.37 0.28
Abell 2259 0.235 0.46 0.11 0.08
Abell 2261 0.483 1.44 0.27 0.23
MS 2053.7-0449 0.412 1.22 0.24 0.23
MACS J2129.4-0741 0.584 0.77 0.21 0.18
RX J2129.7+0005 0.544 0.80 0.19 0.16
MACS J2214.9-1359 0.784 2.85 0.52 0.63
MACS J2228.5+2036 0.583 2.48 0.41 0.44
Tabela 5.1: Dados de medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular da amostra de Bonamente
et al. (2006)[5] (adaptado de [5]).
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aglomerados com nu´cleos densos e frios. Em aglomerados deste tipo, a maior parte do
ga´s central e´ mais frio que o das regio˜es mais externas, ocasionando assim, um fluxo
de resfriamento central (cooling flow), que consiste na migrac¸a˜o massiva de mate´ria da
periferia para o centro do aglomerado. Portanto, foi no intuito de superar esta limitac¸a˜o
que surgiu o modelo duplo β-esfe´rico na˜o isote´rmico.
Este modelo, possui graus de liberdade que permitem ajustar, simultaneamente, o
brilho superficial em raio-X das regio˜es centrais com o das regio˜es mais externas e mais
quentes, de aglomerados que possuem um nu´cleo menos energe´tico. A func¸a˜o que descreve
a densidade do ga´s quente no MIA para o modelo duplo β-esfe´rico na˜o isote´rmico e´ dada
por[13]
ne(r) = ne0fn = ne0 ·
[
f
(
1 +
r2
r2c1
)− 3
2
β
+ (1− f)
(
1 +
r2
r2c2
)− 3
2
β
]
, (5.1)
onde rc1 e rc2 sa˜o os raios de duas regio˜es, o do caroc¸o central do aglomerado e o da
parte externa do mesmo que na˜o e´ afetada pelo fluxo de resfriamento, f e´ a contribuic¸a˜o
fracional de cada porc¸a˜o (0 ≤ f ≤ 1). Da´ı, de posse deste perfil de densidade, Equac¸a˜o
(5.1), e de um perfil de temperatura (Te(r)), que pode ser obtido considerando equil´ıbrio
hidrosta´tico, podemos integrar a Equac¸a˜o (3.19) e a Equac¸a˜o (3.25), obtendo assim a
DDA.
A amostra de De Filippis et al. (2005)
A amostra de De Filippis et al. [46] e´ constitu´ıda de 25 aglomerados de gala´xias
no intervalo de 0, 023 < z < 0, 784. Na verdade, esta amostra e´ uma reana´lise de duas
amostras [86, 87] que ja´ tinham suas medidas do ESZ e brilho superficial de raio-X cole-
tadas utilizando o modelo β-esfe´rico isote´rmico para descrever os aglomerados [13]. Nesta
reana´lise, De Filippis et al. [46] utilizaram dois modelos para descrever o mesmo aglome-
rado: o modelo β-el´ıptico isote´rmico e o modelo β-esfe´rico isote´rmico, fornecendo duas
amostra de DDA. Na Tabela 5.2, mostramos os valores de DDA obtidos por De Filippis et
al. [46] utilizando o modelo β-esfe´rico isote´rmico e β-el´ıptico isote´rmico, os aglomerados
destacados o o s´ımbolo †, sa˜o os 18 aglomerados que compo˜em as duas amostras de De
Filippis et al. [46] utilizadas nos testes descritos neste cap´ıtulo, denominada de agora em
diante, amostra i (el´ıptico) e amostra ii (esfe´rico).
O modelo β-esfe´rico isote´rmico, como ja´ apresentado antes (ver Sec¸a˜o 3.1.3), e´ o
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Aglomerado z dElipticoA (Mpc) d
Esferico
A (Mpc)
MS 1137.5+6625† 0.784 2479± 1023 3179+1103−1640
MS 0451.6-0305† 0.550 1073± 238 1278+265−299
CL 0016+1609† 0.546 1635± 391 2041+484−514
RX J1347.5-1145† 0.451 1166± 262 1221+368−343
Abell 0370† 0.374 1231± 441 4352+1388−1245
MS 1358.4+6245† 0.327 697± 183 866+248−310
Abell 1995† 0.322 885± 207 1119+247−282
Abell 0611† 0.288 934± 331 995+325−293
Abell 0697† 0.282 1099± 308 998+298−250
Abell 1835† 0.252 946± 131 1027+194−198
Abell 2261† 0.224 1118± 283 1049+306−272
Abell 0773† 0.216 1465± 407 1450+361−332
Abell 2163† 0.202 806± 1635 828+181−205
Abell 0520† 0.202 387± 141 723+270−236
Abell 1689† 0.183 604± 84 688+172−163
abell 0665† 0.182 4581± 189 466+217−179
Abell 2218† 0.171 809± 263 1029+339−352
Abell 1413† 0.142 478± 126 573+171−151
Abell 2142 0.091 335± 70 187+212−97
Abell 0478 0.088 448± 185 406+237−135
Abell 1651 0.074 369± 62 373+202−122
Abell 0401 0.072 165± 45 610+593−254
Abell 0399 0.058 242± 61 107+85−41
Abell 2256 0.023 103± 42 296+127−90
Abell 1656 0.084 749± 385 235+218−98
Tabela 5.2: Dados de medidas de distaˆncia de diaˆmetro angular da amostra de De Filippis
et al.[46] para os casos el´ıptico e esfe´rico, os aglomerados destacados com s´ımbolo † sa˜o
os que compo˜em a amostra i (el´ıptico) e amostra ii (esfe´rico), a qual utilizamos nos testes
neste cap´ıtulo. (adaptado de [46]).
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modelo mais simples. Sua principal vantagem e´ que fornece integrais com soluc¸a˜o anal´ıtica.
Para este modelo, o MIA e´ descrito por uma geometria esfe´rica, com o seguinte perfil de
densidade,
ne(r) = ne0fn = ne0
(
1 +
r2
r2c
)− 3
2
β
, (5.2)
ale´m disto, o MIA tambe´m e´ considerado isote´rmico, logo possui o seguinte perfil de
temperatura, Te(r) = Te0.
No entanto, observac¸o˜es de aglomerados em raio-X feitas pelos sate´lites Chandra e
XMM mostram que, em geral, os aglomerados exibem mapas de brilho superficial el´ıpticos.
A partir desta e de outras evideˆncias, De Fillippis et al. [46] propuseram uma geometria
triaxial para descrever os aglomerados. Devido ao fato de termos acesso apenas a projec¸a˜o
bi-dimensionais no ce´u, um modelo β-el´ıptico (2D) foi utilizado para analisar as medidas
de raios-X dos aglomerados. Nesta descric¸a˜o el´ıptica, o perfil de densidade do ga´s quente
do MIA e´ dado por [13]:
ne(r) = ne0fn = ne0
(
1 +
θ21 + e
2
projθ
2
2
θ2c,proj
)− 3
2
β
, (5.3)
onde eproj e´ a raza˜o axial entre o maior e o menor eixo das isofo´tas projetadas no plano do
ce´u, θc,proj e´ o raio angular do nu´cleo projetado no ce´u e θi sa˜o coordenadas angulares que
descrevem as posic¸o˜es projetadas. Portanto, no modelo β-el´ıptico isote´rmico, temos um
perfil de densidade dado pela Equac¸a˜o (5.3), e por ser considerado isote´rmico, um perfil
de temperatura dado por Te(r) = Te0. Com isto, podemos integrar a Equac¸a˜o (3.19) e a
Equac¸a˜o (3.25), e obter a DDA.
E´ importante comentar que, em geral, os diferentes perfis de ga´s dos aglomerados
na˜o afetam o brilho superf´ıcie central inferido (Sx0) ou o decremento Sunyaev-Zel’dovich
central (∆TESZ0), mas da˜o diferentes θc (o raio angular do nu´cleo/caroc¸o central), como
mostra a Figura 5.1.
De Filippis et al.[46] encontraram, uma relac¸a˜o entre θc,circ e θc,ell, a qual em
primeira aproximac¸a˜o torna-se:
θc,ell =
2eproj
1 + eproj
θc,circ, (5.4)
onde θc,ell e θc,circ sa˜o os raios angulares do nu´cleo/caroc¸o central obtido por meio de um
modelo β-el´ıptico isote´rmico e um modelo β-esfe´rico isote´rmico, respectivamente. Uma
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Figura 5.1: Comparac¸a˜o entre medidas de Sx0, β e θc, utilizando diferentes modelagens
para os aglomerados de gala´xias. A reta indica onde os valores sa˜o ideˆnticos para ambas as
modelagens. a): Notamos que a escolha de um ou outro na˜o afeta o resultado. b): Neste
caso, notamos que apenas para alguns poucos aglomerados ha´ uma ligeira modificac¸a˜o dos
valores. c): Notamos que o valor de θc obtido pelo modelo esfe´rico (quadrados pretos) e´
consistentemente menor que o obtido pelo modelo el´ıptico (quadrados cinzas)(extra´ıdo de
[46]).
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vez que dA(z) ∝ 1/θc, diferentes raios angulares do nu´cleo afetam as distaˆncias obtidas via
te´cnica ESZ/raios-X e, consequentemente, as estimativas H0. Assim, para estes modelos
β individuais, dA obtido pelo modelo esfe´rico e´ superestimado quando comparado com o
el´ıptico.
5.1.2 DOH(z)
Esta amostra consiste em 18 pontos de DOH(z) versus redshifts, obtidos a partir de
dois me´todos distintos, usando a diferenc¸a de idade de gala´xias e as Oscilac¸o˜es Acu´stica
de Ba´rions (ver Sec¸a˜o 3.4). A Figura 5.2 mostra os 18 DOH(z) versus o redshift e a
barra de erro correspondente a` medic¸a˜o. Esta mesma amostra e´ apresentada na Tabela
3.1 destacada com o s´ımbolo †.
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Figura 5.2: Plano DOH(z) redshifts. A barra vermelha corresponde ao erro estat´ıs-
tico. Estes dados foram obtidos das amostras de Jimenez et al. (2003)[88], Simon et al.
(2005)[89], Stern et al. (2010)[90] e Moresco et al. (2012)[91].
5.1.3 Idades de GVAR
Esta amostra e´ formada por 11 idades de GVAR situadas no intervalo 0, 62 ≤ z ≤
1, 70, selecionadas da amostra de Ferreras et al. [52] e Longhetti et al. [53]. Segundo
LC, o conjunto de dados selecionados fornecem idades de gala´xia precisas e restritivas. A
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Figura 5.3 mostra o plano Age-redshift formado pelas idades destas gala´xias e suas barras
de erro.
Figura 5.3: Plano Age-redshift da amostra total de gala´xias. Os pontos pretos para
z < 1, 0 e z > 1, 2, correspondem, respectivamente, a amostra de Ferreras et al. [52] e
Longhetti et al. [53]. As barras pretas, vermelhas e azuis representam, respectivamente,
ao erro estat´ıstico, o estat´ıstico + o de incubac¸a˜o, o estat´ıstico + o de incubac¸a˜o + o
sistema´tico (extra´ıdo de [3]).
5.1.4 O pico das BAOs
O pico remanescente das BAOs pode ser interpretado como uma consequeˆncia das
oscilac¸o˜es acu´sticas dos ba´rions no plasma (ba´rions-fo´tons) primordial antes da Recombi-
nac¸a˜o. Como discutido na Sec¸a˜o 3.2, tal pico foi detectado a partir de uma grande amostra
de gala´xias vermelhas luminosas e pode ser caracterizado por um paraˆmetro adimensional
A, dado pela Equac¸a˜o (3.33). Como os testes realizados neste trabalho assumem curvatura
arbitra´ria e diferentes modelos cosmolo´gicos, adotamos a Equac¸a˜o (3.34) para definirmos
A, logo:
A(p; z) ≡
√
Ωm
E(z∗)1/3
(
1
z∗
√|Ωk|Sk
[√
|Ωk|
∫ z∗
0
dz
E(p; z)
]) 23
= 0.469± 0.017. (5.5)
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5.2 Ana´lises e resultados
Assim como LC [3], realizaremos os testes estat´ısticos de χ2 combinando os quatro
observa´veis discutidos no Cap´ıtulo 3, dado pela seguinte expressa˜o:
χ2(p; z) =
N∑
i=1
(
dA(p; zi)− dAobs,i
σdAobs,i
)2
+
N∑
i=1
(t(p; zi)− (tobs,i + tinc))2
σ2tobs,i + σ
2
tinc
+
N∑
i=1
(
H(zi)−Hobs(zi)
σHobs(zi)
)2
+
(
A(p; z)− 0.469
0.017
)2
. (5.6)
As contribuic¸o˜es estat´ısticas comuns para as amostras de aglomerados de gala´xias
sa˜o: ±8% de fontes pontuais do ESZ,±2% do fundo de Raio-X gala´ctico (e extragala´ctico),
< ±1% do NH gala´ctico, ±15% da esfericidade do aglomerado, ±8% do ESZ cine´tico e <
±2% correspondente a`s anisotropias da RCF. Seguindo LC, vamos considerar inicialmente
o tinc = 0, 8± 0, 4 Ganos.
5.2.1 ΛCDM Curvo
Nas Figuras 5.4a), 5.4b) e 5.4c) exibimos o plano h - Ωk. Nesta ana´lise e na do
XCDM Plano, as linhas vermelhas tracejadas e as pretas trac¸o-pontilhadas correspondem
aos limites 1σ e 2σ obtidos usando Idade de GVAR + BAOs e H(z), respectivamente.
As linhas cont´ınuas azuis correspondem a`s restric¸o˜es obtidas a partir das amostras de
aglomerados de gala´xias: Bonamente et al. e De Filippis et al. i e ii, respectivamente.
Para o modelo ΛCDM, existe uma degeneresceˆncia entre Ωk e h para todos estes testes
cosmolo´gicos, e, portanto, os valores poss´ıveis para h sa˜o fracamente limitados por estes
dados separadamente. As regio˜es centrais preenchidas correspondem a` ana´lise conjunta.
O c´ırculo aberto com a sua barra de erro corresponde a restric¸a˜o sobre h obtido por LC.
A partir da ana´lise conjunta usando os aglomerados de gala´xias da amostra de
Bonamente et al. + Idade de GVAR + BAO + H(z), obtemos na Figura 5.4a) para
dois paraˆmetros livres: h = 0, 74+0,04−0,04, Ωk = −0, 044+0,14−0,15 e χ2red = 0, 98 em 68, 3% de
confianc¸a estat´ıstica. Esta estimativa de h esta´ em pleno acordo com o valor obtido por
LC, sendo que, neste caso as restric¸o˜es sobre h sa˜o independentes da suposic¸a˜o de um
universo plano. Por outro lado, usando as outras amostras de aglomerados de gala´xias
na ana´lise conjunta, obte´m-se nas Figuras 5.4b) e 5.4c): h = 0, 70+0,04−0,04, Ωk = 0, 012
+0,14
−0,14
e χ2red = 0, 96 e h = 0, 65
+0,06
−0,06, Ωk = 0, 14
+0,15
−0,19 e χ
2
red = 0, 94, para as amostras de De
Filippis et al. i e ii , respectivamente.
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Figura 5.4: Plano h - Ωk em um modelo ΛCDM. Em todas as figuras as linhas cont´ınuas
azuis, vermelhas tracejadas e as pretas trac¸o-pontilhadas correspondem a`s restric¸o˜es em
68% e 95% de confianc¸a estat´ıstica usando, separadamente, aglomerados de gala´xias,
Idade de GVAR + BAO e H(z). As regio˜es centrais preenchidas correspondem a` ana´lise
conjunta para cada caso. O c´ırculo aberto com a sua barra de erro corresponde a restric¸a˜o
sobre h obtido por LC.
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Na Figura 5.5 mostramos a func¸a˜o de verossimilhanc¸a do paraˆmetro h. Para obter-
mos esta func¸a˜o, marginalizamos sobre os paraˆmetros Ωm e Ωk. As linhas horizontais sa˜o
cortes nas regio˜es de 68, 3% e 95, 4% de probabilidade. Para este caso, obtemos, em um
n´ıvel de confianc¸a estat´ıstica de 1σ, h = 0, 74+0,035−0,030, 0, 70
+0,035
−0,037 e 0, 65
+0,042
−0,042 para as amos-
tras de Bonamente et al. e De Filippis et al. i e ii, respectivamente. A regia˜o sombreada
corresponde ao intervalo 1σ obtido por LC. Ale´m disto, tambe´m realizamos uma ana´lise
usando as amostras de De Filippis et al. em um modelo ΛCDM Plano, onde obtemos
h = 0, 705+0,020−0,018 e 0, 065
+0,020
−0,021 para as amostras de De Filippis et al. i e ii, respectivamente,
incompat´ıveis, pelo menos em 1σ de confianc¸a estat´ıstica, com o valor obtido por LC, que
foi de 0, 719 < h < 0, 763.
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Figura 5.5: Probabilidade do paraˆmetro h em um modelo ΛCDM Curvo incluindo ape-
nas erros estat´ısticos. As linhas cont´ınuas pretas, pontilhadas azuis e trac¸o-pontilhadas
vermelhas sa˜o das ana´lises usando as amostras de Bonamente et al. e De Filippis et al. i
e ii, respectivamente. A regia˜o sombreada representa o intervalo de um 1σ da ana´lise de
LC.
5.2.2 XCDM Plano
Nas Figuras 5.6a), 5.6b) e 5.6c) exibimos os planos h - ω. Existe uma forte de-
pendeˆncia entre h e ω para todas os testes cosmolo´gicos. As regio˜es centrais preenchidas
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correspondem a`s ana´lises conjuntas. Mais uma vez, o c´ırculo aberto com a sua barra de
erro corresponde a` restric¸a˜o sobre h obtido por LC.
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Figura 5.6: O mesmo que na Figura 5.4, mas para um modelo XCDM Plano.
A partir da ana´lise conjunta usando os aglomerados de gala´xias da amostra de
78
Bonamente et al. + Idade de GVAR + BAO + H(z) obtemos na Figura 5.6a) para dois
paraˆmetros livres h = 0, 72+0,06−0,06, ω = −1, 1+0,50−0,45 e χ2red = 0, 97 em 68, 3% de confianc¸a
estat´ıstica. Esta estimativa de h esta´ em concordaˆncia com o valor obtido por LC, sendo,
portanto, as restric¸o˜es sobre h independente da suposic¸a˜o ω = −1. No entanto, nova-
mente, a partir das ana´lises conjuntas, usando agora as amostras i e ii de De Filippis et
al., nas Figuras 5.6b) e 5.6c), obte´m-se h = 0, 68+0,07−0,05, ω = −0, 73+0,45−0,50 e χ2red = 0, 95 e
h = 0, 64+0,06−0,06, ω = −0, 73+0,45−0,50 e χ2red = 0, 94, respectivamente. Como se pode ver, o valor
obtido para h e´ fortemente dependente do modelo utilizado para descrever os aglomerados
de gala´xias.
Na Figura 5.7 mostramos a func¸a˜o de verossimilhanc¸a do paraˆmetro h. Para ob-
termos este gra´fico temos que marginalizarmos sobre os paraˆmetros Ωm e ω. Assim como
na Figura 5.5, as linhas horizontais sa˜o cortes nas regio˜es de 68, 3% e 95, 4% de proba-
bilidade. Neste caso, obte´m-se, em 1σ, h = 0, 74+0,050−0,050, 0, 69
+0,04
−0,04 e 0, 64
+0,041
−0,038 para as
amostras de Bonamente et al. e De Filippis et al. i e ii, respectivamente. A regia˜o
sombreada corresponde ao intervalo 1σ obtido por LC para um modelo ΛCDM Plano.
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Figura 5.7: O mesmo que na Figura 5.5, mas para um modelo XCDM Plano.
Como se pode ver, independentemente do modelo cosmolo´gico utilizado, os valores
para H0 obtidos neste trabalho usando a amostra de Bonamente et al., esta˜o de acordo
com os obtidos por LC, realizado em um modelo ΛCDM Plano. Ale´m disso, as estimativas
de H0 a partir das amostras de De Filippis et al. tambe´m sa˜o independentes do modelo
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cosmolo´gico subjacente usado. No entanto, as estimativas de h em todos os casos sa˜o
fortemente dependentes do modelo utilizado para descrever os aglomerados de gala´xias,
com uma leve tensa˜o entre a amostra Bonamente et al. e a amostra de De Filippis et al.
ii.
5.2.3 Os erros sistema´ticos
Ale´m da morfologia do aglomerado, existem outras fontes de erros sistema´ticos que
podem afetar as restric¸o˜es. Portanto, no´s refizemos todas as ana´lises, incluindo os erros
sistema´ticos em quadratura (ver Figuras 5.8(a) e 5.8(b)) usados na ana´lise de LC, eles sa˜o
de 8% em H(z) e 15% em idades GVAR, ale´m disso, a partir da te´cnica ESZ/raios-X temos
da calibrac¸ao do ESZ ±8%, da calibrac¸a˜o do fluxo de raios-X ±5%, dos halos de ra´dio
+3 e da calibrac¸a˜o da temperatura de raios-X ±7, 5%. Na verdade, pode-se mostrar que
a quantidade t´ıpica de erros sistema´ticos e´ cerca de 13% (detalhes podem ser encontrados
em Bonamente et al [5]).
Assim, obtemos em 1σ para as amostras Bonamente et al. e De Filippis et al. i e ii,
respectivamente: (1) ΛCDM: h = 0, 74+0,043−0,038, 0, 705
+0,045
−0,045 e 0, 64
+0,062
−0,070; (2) XCDM Plano:
h = 0, 74+0,051−0,048, 0, 69
+0,060
−0,050 e 0, 63
+0,060
−0,058. Tambe´m realizamos a ana´lise usando as amostras
De Filippis et al. em um modelo ΛCDM Plano, onde obtemos h = 0, 70+0,030−0,028 e 0, 65
+0,03
−0,03
para as amostras i e ii, respectivamente. Portanto, para todos os casos, existe uma tensa˜o
pelo menos em 1σ, entre a ana´lise de LC e a amostra De Filippis et al. ii, com a u´ltima
preferindo valores baixo para H0, em concordaˆncia com Busti et al. [4].
Por outro lado, os resultados usando a amostra De Filippis et al. i, esta˜o em
pleno acordo com os resultados dos 9 - anos do Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
(WMAP9; ver Tabela 5.3). E´ importante comentar que as simulac¸o˜es nume´ricas [92] mos-
traram que um modelo de ajuste esfe´rico triaxial para Raio-X e ESZ de aglomerados deve
fornecer uma estimativa imparcial de H0 quando um grande conjunto de aglomerados sa˜o
usados (uma vez que os aglomerados alongados fornece um valor para H0 subestimado), o
que na˜o e´ o caso no momento. Ale´m disso, tambe´m exploramos uma eventual dependeˆncia
das estimativas h resultantes do tempo de incubac¸a˜o escolhido. Assim, mudamos o tempo
de incubac¸a˜o para 1, 2± 0, 6 e 0, 4± 0, 2 Ganos e refizemos nossas ana´lises. A influeˆncia
encontrado foi insignificante.
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(a) Correspondente ao Modelo ΛCDM Curvo.
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(b) Correspondente ao Modelo XCDM Plano.
Figura 5.8: O mesmo que na Figura 5.5, exceto pela adic¸a˜o de erros estat´ısticos e siste-
ma´ticos em quadratura.
5.3 Concluso˜es
A partir de nossos resultados, podemos concluir que as estimativas de H0 apresen-
tam uma dependeˆncia insignificante sobre modelos de energia escura das classes ΛCDM e
XCDM e o tempo de incubac¸a˜o da ana´lise com idade de GVAR. Isto e´ facilmente deduzido
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Modelo: ΛCDM Plano ΛCDM Curvo XCDM Plano
Amostra de DDA Utilizada h(1σ) h(1σ) h(1σ)
Bonamente et al. LC: 0, 741+0,022−0,022* 0, 74
+0,043
−0,038 0, 74
+0,051
−0,048
De Filippis et al. i 0, 70+0,03−0,03 0, 705
+0,045
−0,045 0, 69
+0,060
−0,050
De Filippis et al. ii 0, 65+0,03−0,03 0, 64
+0,062
−0,070 0, 63
+0,060
−0,058
Outras determinac¸o˜es de H0 Me´todo h(1σ)
Chen e Ratra (2011)[93] Me´dia estat´ıstica 0, 680+0,028−0,028
Hinshaw et al. (2013)[21] WMAP 9 anos 0, 700+0,022−0,022
Freedman et al. (2012)[62] SNe Ia/Cefeida 0, 743+0,026−0,026
Planck Collaboration XVI (2013)[2] Planck 0, 673+0,012−0,012
Busti et al. (2014)[4] DOH(z) 0, 649+0,042−0,042
Tabela 5.3: As restric¸o˜es sobre h para diferentes me´todos estat´ısticos (com erros estat´ıs-
ticos + sistema´ticos). As restric¸o˜es mostradas na parte superior da tabela foram obtidas
usando os seguintes testes cosmolo´gicos: DDA + Idade de GVAR + DOH(z) + BAOs.
O valor de h com * foi o obtido por Lima e Cunha [3], os demais, mostrados na parte su-
perior, foram os obtidos neste trabalho. Na parte inferior da tabela mostramos diferentes
me´todos de restric¸a˜o de h e seus respectivos valores.
da Tabela 5.3, onde o valor estimado de H0 para uma mesma amostra de DDA, muda
muito pouco quando usamos diferentes modelos cosmolo´gicos.
No entanto, mesmo tendo em conta erros estat´ısticos e sistema´ticos, os dados de
DDA de aglomerados de gala´xias provaram ser uma importante fonte de erros sistema´ticos.
Pois, como pode ser visto da Tabela 5.3, o valor estimado de H0, para qualquer modelo
cosmolo´gico adotado, varia consideravelmente quando mudamos a amostra de DDA, que
por sua vez, utilizam diferentes hipo´teses sobre as propriedades dos aglomerados de gala´-
xias. Portanto, conclu´ımos que esta te´cnica no momento e´ incapaz de discriminar entre o
valor local obtido por Riess et al.[1] e o valor global, obtido pela Planck Collaboration[2]
(como alegado por Lima e Cunha [3]) e que se faz necessa´rio uma melhor compreensa˜o da
morfologia dos aglomerados para transformar esse me´todo em uma poderosa verificac¸a˜o
cruzada para H0.
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Cap´ıtulo 6
Concluso˜es
Nesta dissertac¸a˜o, apresentamos conceitos e princ´ıpios ba´sicos da Cosmologia,
como o Principio Cosmolo´gico, as equac¸o˜es de Friedmann-Lemaˆıtre, as diversas defini-
c¸o˜es de distaˆncia em um universo de Fridmann-Lemaitre-Robertson-Walker, o redshist,
entre outros. Discutimos temas centrais como a Radiac¸a˜o Co´smica de Fundo, a mate´-
ria e energia escura e modelos cosmolo´gicos de energia escura (ΛCDM e XCDM). Ale´m
disso, realizamos um relevante estudo de revisa˜o sobre quatro observa´veis e de como, a
partir desses observa´veis, podemos obter restric¸o˜es a` paraˆmetros cosmolo´gicos, como por
exemplo, H0, Ω0m, Ω0k.
Dando continuidade, mostramos e analisamos recentes determinac¸o˜es da Constante
de Hubble, H0. Nesta ana´lise, notamos uma discrepaˆncia, quanto ao valor de H0, quando
determinado por me´todos locais (z  1) e globais (z ' 1070). Vimos que determinac¸o˜es
locais de H0 fornecem valores mais altos quando comparado com os fornecidos pelas
determinac¸o˜es globais. Com sabe nesta problema´tica, apresentamos a determinac¸a˜o de
H0 em redshifts intermedia´rios, proposta por Lima e Cunha [3], onde afirma ter derivado
uma robusta determinac¸a˜o de H0 e que a mesma e´ claramente compat´ıvel com as medic¸o˜es
locais (ver Tabela 4.1).
Da´ı, investigamos a robustez da determinac¸a˜o proposta por Lima e Cunha, procu-
rando por erros sistema´ticos e a sua dependeˆncia com o modelo cosmolo´gico usado. Para
isso, utilizamos os mesmos testes adotados por eles, com uma diferenc¸a, adicionamos duas
amostras de DDA de aglomerados de gala´xias, que utilizam diferentes hipo´teses sobre as
propriedades dos aglomerados.
Quanto a` dependeˆncia com o modelo cosmolo´gico usado, podemos concluir, com
base em nossos resultados, que a estimativa de H0, proposta por Lima e Cunha, apresenta
uma dependeˆncia insignificante. Visto que, para um dado conjunto de amostras, obtemos
resultados bastante semelhantes, mesmo adotando diferentes modelos de energia escura
(ver Tabela 5.3). Chegamos a essa mesma conclusa˜o, quando analisamos a dependeˆncia
do erro de incubac¸a˜o, usado no teste de idade usando gala´xias velhas em altos redshifts
(GVAR), na estimativa de H0.
No entanto, mesmo tendo em conta erros estat´ısticos e sistema´ticos, constatamos
que o valor estimado de H0, para qualquer modelo cosmolo´gico adotado, varia considera-
velmente quando mudamos a amostra de DDA de aglomerados de gala´xias. Dependendo
da amostra de DDA usada, obtemos valores de H0 compat´ıveis com as medic¸o˜es locais ou
com as medic¸o˜es globais (ver Tabela 5.3). Assim, os dados de DDA de aglomerados de
gala´xias, revelam ser uma fonte de erro sistema´tico bastante relevante.
Portanto, se faz necessa´rio uma melhor compreensa˜o da morfologia dos aglomerados
para podermos afirmar que esse me´todo e´ uma poderosa verificac¸a˜o cruzada para H0.
Ale´m disto, conclu´ımos que no momento esta te´cnica e´ incapazes de discriminar entre o
valor local obtido por Riess et al.[1] e o valor global, obtido pela Planck Collaboration[2].
Finalmente, e´ importante enfatizarmos que, numa ana´lise futura, com mais medi-
das deH(z), de DDA, de idade e BAOs, bem como uma melhor compreensa˜o da morfologia
dos aglomerados, esta te´cnica pode se tornar uma poderosa e competitiva determinac¸a˜o
cruzada de H0.
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